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Predgovor

Na pobudo izr. prof. dr. Arjane Zitnik, ki od $tudijskega leta 2017/18 predava
predmet Operacijske raziskave za Studente 2. letnika Finan¢ne matematike, sem
kot asistent pri tem predmetu zacel zbirati naloge iz vaj, kolokvijev in izpitov ter
njihove resitve. Pricujoco zbirko tako sestavlja 256 nalog, ki sem jih “podedoval”
od svojih predhodnikov, in ki sem jih sam sestavil od Studijskega leta 2016/17
naprej, ko sem prevzel vodenje vaj pri tem predmetu. Naloge so razporejene
glede na princip, po katerih jih reSujemo, kar ravno sledi snovi, kot se obravnava
pri predmetu Operacijske raziskave (pri cemer se v zadnjih letih ne pokrije nalog
iz zadnjih dveh razdelkov). Tako lahko Studenti enostavno poi$cejo naloge za
snov, ki bi jo radi vadili. S pregledovanjem nalog lahko bralec seveda tudi hitro
tudi dobi obcutek, kateri nacin reSevanja bi bil primeren za dolocen tip naloge.

Na tem mestu bi se rad zahvalil Arjani Zitnik za spodbudo ter predhodnim
predavateljem Vladimirju Batagelju, Sergiu Cabellu, Martinu Juvanu in mojim
predhodnikom na asistentskem mestu Jerneju Azariji, Ninu Basi¢u, Bostjanu
Gabrovsku, Davidu Gajserju, Blazu Jelencu, Matjazu Konvalinki, Alenu Orbani¢u
in Emilu Zagarju, ki so sestavili marsikatero nalogo in tudi napisali nekatere
resitve. Zal za vse naloge ni bilo mogoce dolo¢iti avtorja, zato je ta informacija v
sami zbirki izpu§¢ena — so pa avtorji, kjer so ti znani ali vsaj verjetni, zapisani v
izvornih datotekah, ki so javno dostopne na repozitoriju zbirke. Pri vsaki nalogi
je tako naveden vir — ve¢inoma gre za vaje, kolokvije in izpite pri Operacijskih
raziskavah, nekaj nalog pa je tudi z vaj pri predmetu Optimizacijske metode ter iz
literature, ki je navedena na koncu zbirke.

Rad bi se zahvalil tudi studentom pri predmetu Operacijske raziskave, ki so
prispevali resitve nalog in popravke, in sicer Juretu Babniku, Evi DeZelak, Lari
Jagodnik, Maksu Perbilu, Tjasi Renko, Mateju Rojcu, Vitu Rozmanu, Juretu Ster-
nadu, Zali Stopar Springer, Nejcu Severkarju, Janu Sifrerju in Anji Trobec. Upam,
da je bila in bo tako njim in njihovim so$olcem kot tudi bodo¢im §tudentom
Finan¢ne matematike ta zbirka v pomoc pri $tudiju in morda tudi pri reSevanju
problemov v resni¢nem Zivljenju.


https://github.com/jaanos/or-zbirka




1 Naloge

1.1 Zahtevnost algoritmov

Naloga 1.1. Vir: Vaje OR 21.2.2018
Naj bo A[l...n][1...n] matrika (tj., seznam seznamov) dimenzij n x n. Dan je
spodnji program:
fori=1,...,ndo
forj=i+1,...,ndo
A[i][j]1 — AL
end for
end for

(a) Kaj pocne zgornji program?

(b) Oceni stevilo korakov, ki jih opravi zgornji program, v odvisnosti od parametra
n.

Naloga 1.2. Vir: Vaje OR 21.2.2018

Naj bo ¢[1...n] seznam, ki ima na zacetku vse vrednosti nastavljene na 0. Dan je
spodnji program:
i—1
while i < n do
il —1-2[i]
if ¢[i] =1 then
i—1
else
i—i+1
end if
end while

(a) Kaj se dogaja, ko tece zgornji program?

(b) Oceni $tevilo korakov, ki jih opravi zgornji program, v odvisnosti od parametra
n.

Naloga 1.3. Vir: Vaje OR 21.2.2018

Algoritem BUBBLESORT uredi vhodni seznam #[1... n] tako, da zamenjuje sosed-
nje elemente v nepravem vrstnem redu:
function BUBBLESORT(/[1...nJ)
zZ—n
while z> 1 do
y—1
fori=2,...,zdo
if /(i —1] > ¢[i] then



Oli—1],0[i] — ¢[i],¢[i —1]
y—1i
end if
end for
z—y-1
end while
end function

(a) Izvedi algoritem na seznamu [7,11,16,7,5].

(b) Doloci casovno zahtevnost algoritma.

Naloga 1.4. Vir: Vaje OR 12.10.2016

Algoritem MERGESORT uredi vhodni seznam tako, da ga najprej razdeli na dva
dela, nato vsakega rekurzivno uredi, nazadnje pa zlije dobljena urejena seznama.

(a) Spsevdokodo zapisi algoritem MERGESORT.
(b) Izvedi algoritem na seznamu [7,11,16,7,5,0,14,1,19,13].

(c) Doloci ¢asovno zahtevnost algoritma.

Naloga 1.5. Vir: Vaje OR 21.2.2018
Stevilo n zelimo razcepiti na dva netrivialna celo$tevilska faktorja, kar storimo s
slede¢im algoritmom:

function RAZCEP(n)
fori=2,...,vnl do
if n/i je celo $tevilo then
return (i,n/i)
end if
end for
return 7 je prastevilo
end function

Doloci ¢asovno zahtevnost algoritma. Ali je ta algoritem polinomski?

Naloga 1.6. Vir: Vaje OR 21.2.2018

Zapisi rekurziven algoritem, ki na vhod dobi celo $tevilo 7 in tece v ¢asu O(y/n).
Uporaba korenjenja ni dovoljena.

Naloga 1.7. Vir: Kolokvij OR 17.4.2014

Dani so kon¢na neprazna mnozica S € N moci n, tevilo k € {1,2,..., n} ter algori-
tem ALG:



function ALG(S, k)
x — nakljucen element S
St —{yeS|y>x}
S —{yeS|y<x}
if|S7| < k-1 then
return ALG(St, k—|S7|-1)
elseif |S™|=k—1 then
return x
else
return ALG(S™, k)
end if
end function

Ugotovi, kaj je izhod algoritma pri danih vhodnih podatkih S in k. Oceni ¢asovno
zahtevnost algoritma v najslabSem in v povpre¢nem primeru.

Naloga 1.8. Vir: Kolokvij OR 25.11.2010
(a) Dokazi, da za poljubni konstanti a, b € R, kjer je b> 0, velja (n+ a)? = O(n?).
(b) Najbo f narascajoca funkcija. Ali velja g(n) = O(f(g(n)))?

(c) Dokazi, da e T zadoSca pogoju T(n) = 2T([n/2]) —13 za n = 2, potem je
T(n)=0(n).

Naloga 1.9. Vir: Kolokvij OR 5.4.2012
Naj bo G = (V, E) enostaven usmerjen graf (tj., brez zank in vzporednih povezav),
podan z matriko sosednosti A = (a,-j);?,j:1 (n=|Vl),Kjerjea;j=1,Cejeij€E,in
a;j = 0sicer. Zelimo ugotoviti, ali v G obstaja kak usmerjen trikotnik (tj., usmerjen
cikel dolZine 3).

(a) Konrad je napisal naslednji algoritem, ki naj bi resil ta problem:
fori=1,...,ndo
forj=1,...,ndo
fork=1,...,ndo
for/=1,...,ndo
ifal-j =ajk=ake = 1A ¢ =ithen
return TRUE
end if
end for
end for
end for
end for
return FALSE

Ali algoritem deluje pravilno? Kaksna je njegova ¢asovna zahtevnost?

(b) V psevdokodi napisi algoritem, ki re$i problem v ¢asu 0O(n3). Koliko korakov
naredi tvoj algoritem v najboljsem in koliko v najslabsem primeru?



Naloga 1.10. Vir: Izpit OR 26.6.2012

Dr. Kaczynski se ukvarja s podatkovno strukturo A, ki je zelo podobna tabeli
(angl. array) celih Stevil. Vrednosti v posameznih celicah “tabele” A lahko beremo,
ne moremo pa jih spreminjati. Elementi “tabele” A so indeksirani s celimi Stevili
od 1 do n, kjer je n = A.length() indeks zadnjega elementa “tabele” A. Edina
operacija (poleg dostopanja do posameznih elementov), ki jo lahko izvajamo nad
A, je “obracanje podtabele”. Ce ima na zatetku A vrednosti

A= [al,dz,...,ai_l,(lj,(li+1,...,(lj_l,aj,aj+1,...,an_1,an],
po klicu ukaza A.reverse(i, j) izgleda takole:
A=lay, az,...,0i-1,05,Aj-1,..., Ai+1, Aj, Bj+1,-- -, An-1, Anl.

Dr. Kaczynski se je lotil implementacije algoritmov nad to podatkovno strukturo.
Najprej je seveda implementiral algoritem za urejanje:
n — A.length()
fori=2,...,ndo
j—i
while j > 1A A[j—1] > Ali] do
je—i-1
end while
A.reverse(j, i)
if j+1<ithen

end if
end for

(a) Vzgornji algoritem se je prikradla manjsa tipkarska napaka, poleg tega pa je
ena vrstica celo izginila. Popravi algoritem, da bo deloval pravilno.

(b) Popravljeni algoritem izvedi na “tabeli” A =[5,3,12,9,1,15].

Naloga 1.11. Vir: Izpit OR 9.7.2012

Dan je algoritem H, ki na vhod sprejme enostaven neusmerjen graf G = (V, E) (tj.,
brez zank in vzporednih povezav) ter razli¢ni vozlis¢i u, v € V:
function H(G = (V,E), u, v)
if |V| =2 A ue ADJ(G, v) then
return TRUE
end if
for w € ADJ(G, u) \ {v} do
if H(G- u, w, v) then
return TRUE
end if
end for
return FALSE
end function
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Oznaka G — u predstavlja graf, ki ga dobimo iz G tako, da odstranimo vozlis¢e u
in vse njegove povezave.

(a) Zakatere vhode (G, u, v) algoritem H vrne TRUE?
Namig: poglej, kako je z grafiz 2,3,4,5,... vozli§¢i, in poskusi posplositi.

(b) Denimo, daje G = (V, E) graf z n vozlis¢i, pri Cemer je vozlisce v izolirano (tj.,
nima nobene povezave), med vsakima drugima dvema vozli¢ema pa imamo
povezavo. Pokazi, da se pri klicu H(G, u, v) (kjer je u € V \ {v}) zadnja vrstica
funkcije H izvede ©((n — 2)!)-krat.

Naloga 1.12. Vir: Izpit OR 4.9.2012

Dr. Kaczynski se ukvarja s podatkovno strukturo A, ki je zelo podobna tabeli
(angl. array) celih $tevil. Vrednosti v posameznih celicah “tabele” A lahko beremo,
ne moremo pa jih spreminjati. Elementi “tabele” A so indeksirani s celimi Stevili
od 1 do n, kjer je n = A.length() indeks zadnjega elementa “tabele” A. Edina
operacija (poleg dostopanja do posameznih elementov), ki jo lahko izvajamo nad
A, je A.reverseStart(i). Ce ima na zatetku A vrednosti

A= [aly az,...,ai—1,4i,Aj+1,--.,Ap-1, an]»
po klicu ukaza A.reverseStart(i) izgleda takole:
A=lai, ai-y,..., 02,41, i+ 1, ..., An-1, Anl.

Dr. Kaczynski se je lotil implementacije algoritmov nad to podatkovno strukturo.
Najprej je seveda implementiral algoritem za urejanje:
n — A.length()
fori=n,...,2do
forj=1,...,i-1do
if A[j]> Ali] then
A.reverseStart(j)
A.reverseStart(i)
end if
end for
end for

(a) Oceni ¢asovno zahtevnost zgornjega algoritma. UpoStevaj, da se operacija
A.reverseStart(i) izvede v konstantnem casu.

(b) Algoritem izvedina “tabeli” A =[5,9,12,7,15]. Ali deluje pravilno?

(c) Napisi algoritem za urejanje, ki bo deloval pravilno. Njegova ¢asovna zahtev-
nost ne sme biti slabsa od ¢asovne zahtevnosti algoritma dr. Kaczyriskega.
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Naloga 1.13. Vir: Kolokvij OR 9.5.2013

Profesionalni programer je gospodu Velikozobcu prodal algoritem KoSi1. A Veli-
kozobec je Ze v letih in je pozabil, kaj naj bi ta algoritem vracal. V prospektu je
zasledil naslednjo psevdokodo algoritma:
Vhod: s[0...n—1] tabela tromestnih Stevil
T — tabela velikosti 10, katere elementi so prazne vrste (podatkovne strukture)
fori=0,1,...,n—1do
fori=0,1,...,9do
if zadnja Stevka s[i] = j then
T[jl.append(s[i])
end if
end for
end for
k—0
fori=0,1,...,n—1do
while T'[k].isEmpty() do
k—k+1
end while
sli] — T[kl.pop()
end for
fori=0,1,...,n—1do
fori=0,1,...,9do
if srednja Stevka s[i] = j then
T[jl.append(s[i])
end if
end for
end for
k—0
fori=0,1,...,n-1do
while T'[k].isEmpty() do
k—k+1
end while
sli] — T[k].pop()
end for
fori=0,1,...,n-1do
fori=0,1,...,9do
if prva stevka s[i] = j then
T[jl1.append(s[i])
end if
end for
end for
k<0
fori=0,1,...,n—1do
while T[k].isEmpty() do
k—k+1
end while
s[i] < Tlkl.pop(
end for
return s
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(a) Algoritem izvedi na primeru
s =[146,145,359,100, 359, 486,200,367,980,909,257,100].
Dovolj je napisati tabelo s po vsaki izmed zunanjih zank.
(b) Kaks$na je ¢asovna zahtevnost algoritma?
(c) Kaj algoritem vraca?

(d) Gospod Velikozobec je ugotovil, da se algoritem na vhodih velikosti n = 10000
izvede v pribliZzno 0.25 sekundah. Priblizno koliko ¢asa potrebuje za izvajanje
na vhodih velikosti n = 50000?

Naloga 1.14. Vir: Izpit OR 28.8.2013

Asistent pri predmetu Operacijske raziskave je dobil idejo, kako bi predelal algo-
ritem, ki z zlivanjem uredi seznam celih $tevil. Namesto, da na zaCetku seznam
razdelimo na dva (priblizno) enako velika seznama, ga razdelimo na tri (priblizno)
enako velike sezname. Le-te rekurzivno uredimo ter zdruzimo (“zlijemo”), da
dobimo urejen seznam.

Napisi psevdokodo algoritma ¢asovne zahtevnosti O(nlogn), ki uresnici asi-
stentovo idejo. V psevdokodi lahko uporabis algoritem ZL1J, ki sprejme urejena
seznama celih Stevil A in B dolZin m in 7 ter vrne urejen seznam S$tevil iz A in
B dolzine m + n v ¢asu O(m + n). Psevdokode algoritma ZLIJ ni potrebno pisati.
Utemelji, da je Casovna zahtevnosti tvojega algoritma res O(nlogn).

Naloga 1.15. Vir: Izpit OR 19.5.2015

Dana je zgornje trikotna matrika A € Z"*", ki ima na diagonali nenicelne vred-
nosti, in vektor b € Z". V psevdokodi zapisi algoritem, ki sprejme A in b ter resi
sistem enacb Ax = b. V psevdokodi lahko uporabis le aritmeti¢ne operacije na
Stevilih, ne pa recimo operacije invertiranja matrike A (razen, Ce posebej napises
psevdokodo za tako operacijo).

Kaksna je casovna zahtevnost tvojega algoritma?

Naloga 1.16. Vir: Izpit OR 24.6.2015

Dan je algoritem, ki na vhod sprejme seznam §tevil A = [a;, ay, ..., ay] in vrne
preurejen seznam A, pri ¢emer preurejanje poteka tako:

» Algoritem najprej primerja in uredi prvi dve Stevili v tabeli, nato drugo in

tretje Stevilo, nato tretje in Cetrto Stevilo, ..., in nazadnje Se (n —1)-to in
n-to Stevilo.
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¢ Celoten opisan postopek iz prej$nje alineje algoritem ponavlja tako dolgo,
dokler se med postopkom vsaj dvakrat dva elementa tabele zamenjata
(tj., algoritem se ustavi, Ce se v ponovitvi prej$nje alineje zgodi najvec¢ ena
zamenjava).

Ponazorimo delovanje algoritma na primeru vhoda A = [r,7,3, v/2]. Potem se
med izvajanjem algoritma seznam spreminja tako:

A — [m,73V2] — [137V2 — [13V27 -
3,7,v2,7 — [3,V2,m1,7 — [3V2,m1,7 —
v2,3,7,7 — [V2,3,1,7 — [V2,3,71,7

(a) Podaj primer vhoda, kjer algoritem ne vrne urejene tabele. Na tem primeru
zapisi zaporedje tabel med izvajanjem algoritma.

(b) Gornji algoritem zapisi v psevdokodi (ne prirejaj/izboljsuj algoritma). Kak$na
je njegova Casovna zahtevnost?
Namig: ali je po tem, ko se prvic¢ izvede prva alineja v opisu algoritma, katero $tevilo
Ze na istem mestu, kot bi bilo v urejeni tabeli?

(c) Recimo, da na vhod dobimo tabelo dolzine n. Kak$ni morajo biti vhodni
podatki, da algoritem naredi najmanj3e Stevilo primerjav? Koliksno je v tem
primeru to Stevilo?

14



1.2 Celostevilsko linearno programiranje

Naloga 2.1. Vir: Vaje OR 16.3.2016

Obc¢ina Ljubljana Zeli projekte iz mnoZice &2 = {p1, p2,..., pn}, pri Cemer ima na
voljo M evrov kapitala. V Zelji po razvoju regije Zelijo, da se v sklopu sponzoriranih
projektov ustvari vsaj N delovnih mest. Projekt p; (1 < i < n) potrebuje d; evrov
finan¢ne pomoci in zaposli a; ljudi. Na obcini so ocenili, da ima projekt p;
ob uspesnem dokonc¢anju donos c; evrov. Katere projekte naj sponzorira, da
bo donos ¢im ve¢ji? Na smiseln na¢in modeliraj opisani problem z linearnim
programom.

Naloga 2.2. Vir: Vaje OR 16.3.2016

Obravnavajmo posplo3en scenarij iz naloge 2.1.

(a) Denimo, da so projekti lahko med seboj odvisni. Imejmo mnoZico V < 92,
ki doloca, da za vsak par projektov (p;, pj) € V velja, da lahko projekt p;
sponzoriramo le, e sponzoriramo tudi projekt p;.

(b) Nekateri izmed projektov so lahko v konfliktu. Naj bo S € 2% druZina mnoZic,
ki doloc¢a, da so za vsako mnozico H € S projekti iz H med seboj v konfliktu
(tj., hkrati lahko sponzoriramo le enega izmed njih.)

Opisi, kako bi modelirali opisane omejitve.

Naloga 2.3. Vir: Vaje OR 16.3.2016
(problem prevoza in skladi$§¢enja dobrin)

V Evropski uniji je na voljo n skladis¢, pri ¢emer znasajo stroski najema i-tega
skladisc¢a f; (ne glede na zasedenost), vsako skladisce pa lahko hrani enoto do-
brine. Imamo m strank, ki jim dostavljamo dobrine, pri cemer ¢;; (1 <i < n,
1 = j = m) predstavlja stroSek dostave dobrine stranki j iz skladis¢a i. Predpo-
stavimo tudi, da ima vsaka stranka doloCeno potrebo d;, ki ponazarja Stevilo
enot dobrine, ki jo potrebuje. V katerih skladis¢ih naj hranimo dobrine, da bodo
skupni stroski najema in dostave ¢im manjsi? Na smiseln nac¢in modeliraj opisani
problem z linearnim programom.

Naloga 2.4. Vir: Vaje OR 16.3.2016

Definiraj problem dominacijske mnoZice v grafu in zapisi celostevilski linearni
program, ki reSuje opisani problem.

Naloga 2.5. Vir: Vaje OR 12.10.2016

Napisi linearni program, ki modelira iskanje najvecjega prirejanja v dvodelnem
grafu.
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Naloga 2.6. Vir: Vaje OR 16.3.2016

Napisi linearni program, ki modelira iskanje najkrajse poti med danima vozli-
§€ema u in v v usmerjenem grafu G.

Naloga 2.7. Vir: Izpit OR 28.8.2013

Kukavica bo izlegla 16 jajc in jih podtaknila v 12 gnezd, ki pripadajo dvema tasci-
cama, Stirim vrtnim penicam, trem travniskim cipam, dvema belima pastiricama
in eni sovi. V vsako gnezdo lahko izleze najvec tri jajca, pri Cemer je verjetnost,
da mladici v gnezdu i prezivijo, enaka p;;, kjer je j Stevilo podtaknjenih jajc
v gnezdu i (preZivijo bodisi vsi ali noben mladi¢ v posameznem gnezdu). Pri
vsaki od petih vrst ptic zZeli izle¢i vsaj eno jajce, pri tascicah pa Zeli izleci strogo
vec jajc kot pri belih pastiricah. Poleg tega pri drugi beli pastirici ne bo odlozila
jajca, ¢e bo pri prvi tascici odlozila dve jajci ali ve¢. Kukavica Zeli maksimizirati
pricakovano Stevilo preZivelih mladicev.
Zapisi problem kot celostevilski linearni program.

Naloga 2.8. Vir: Kolokvij OR 31.5.2012

Vinar Janez je pridelal 2000 litrov rumenega muskata, 10000 litrov laskega rizlinga
in 5000 litrov renskega rizlinga. Njegovi kupci so bara Kocka in Luka ter Zupnisce
Sv. Martin in ob¢ina Duplek. Vsak od njih je pripravljen kupiti najve¢ dolo¢eno
koli¢ino vina po fiksni ceni, ne glede na sorto:

kupec ‘ Kocka Luka ZupniS€e obcina
cena za liter 1.0 1.1 1.5 1.8
najvecja koli¢ina v litrih | 15000 5000 500 1000

Janez se je odlocil, da bo vsako sorto prodal najve¢ enemu kupcu, in sicer v
maksimalni koli¢ini (¢e kupec ne kupi vsega vina iste sorte, ga Janez ohrani zase).
Zupan pravi, da ob¢ina drugega vina kot renskega rizlinga ne bo kupila. Bar Luka
Zeli rumeni muskat, ¢e bar Kocka dobi laski rizling. Pri Kocki so se dogovorili, da
¢e obcina in Zupni$ce ne kupijo ni¢, tudi oni ne bodo kupili ni¢esar. Janezova
Zena pa vztraja, da ¢e kupec A kupi sorto s, in kupec B kupi sorto sg, potem naj
sorta sc ostane doma ali jo kupi kupec C (za neke A, B, C). Kako naj Janez proda
vino, da bo ¢im vec zasluzil?

Zapisi problem kot celostevilski linearni program.

Naloga 2.9. Vir: Vaje OR 16.3.2016

Napisi celostevilski linearni program, ki poisce razdalje od danega vozli§¢a u v
grafu G.
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Naloga 2.10. Vir: Vaje OR 16.3.2016

Napisi linearni program, ki modelira dolocanje kromati¢nega Stevila grafa.

Naloga 2.11. Vir: Vaje OR 16.3.2016
(problem trgovskega potnika)

Danih je n mest na zemljevidu. StroSek potovanja iz mesta i v mesto j je ¢;;
(1 =1i,j < n). Trgovski potnik Zeli obiskati vseh n mest, pri tem pa minimizirati
stro$ek potovanja. Na smiseln nac¢in modeliraj opisani problem z linearnim
programom.

Naloga 2.12. Vir: Vaje OR 23.3.2016

S celostevilskim linearnim programom modeliraj problem iskanja minimalnega
vpetega drevesa v grafu.

Naloga 2.13. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Na oddelku za matematiko je zaposlenih n asistentov, ki jim moramo dodeliti
vaje pri m predmetih. Za asistenta i (1 < i < n) naj bosta a; in b; najmanjse in
najvecje Stevilo ur, ki jih lahko izvaja, ter N; € {1,2,..., m} mnoZica predmetov, ki
jih ne Zeli izvajati. Za predmet j (1 < j < m) naj bo c; Stevilo skupin za vaje pri
predmetu, ter u; Stevilo ur vaj na skupino. Poleg tega vemo, da sta asistenta p in
g skregana, zato pri nobenem predmetu ne smeta oba izvajati vaj.

Predmete Zelimo asistentom dodeliti tako, da bomo ob upostevanju njiho-
vih Zelja minimizirali najvecje §tevilo razlicnih predmetov, ki smo jih dodelili
posameznemu asistentu.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.
Namig: napisi program s spremenljivko ¢, ki je dopusten natanko tedaj, ko vsak asistent
dobi najvec t razlicnih predmetov, in potem minimiziraj ¢.

Naloga 2.14. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Imamo m opravil, ki jih Zelimo razporediti med 7 strojev. Vsak stroj lahko hkrati
opravlja le eno opravilo, vsa opravila pa trajajo eno ¢asovno enoto, neodvisno
od stroja. Ce stroj i (1 < i < n) uporabimo za vsaj eno opravilo, placamo ceno c;
(cena ostane enaka, Ce na istem stroju naredimo ve¢ opravil). Skupni stroski ne
smejo preseci koli¢ine C. Dani sta §e mnoZici parov P in S, pri ¢emer (j, k) € P
pomeni, da mora biti opravilo j dokonc¢ano pred zacetkom opravila k, (j, k) € S
pa pomeni, da se opravili j in k ne smeta izvajati hkrati. Imamo $e dodaten pogoj,
ki zahteva, da je lahko v posamezni ¢asovni enoti lahko aktivnih najve¢ A strojev.
Minimizirati Zelimo ¢as dokonc¢anja zadnjega stroja.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.
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Naloga 2.15. Vir: Izpit OR 15.3.2017
(problem polnjenja koSev)

Imamo neskon¢no koSev By, B, ..., od katerih ima vsak velikost V' > 0, in n pred-
metov pozitivnih velikosti s, s, ..., s, 0od katerih je vsaka najve¢ V. Predmete
Zelimo postaviti v koSe tako, da porabimo ¢im manj koSev, pri cemer noben ko3
ne vsebuje predmetov skupne velikosti ve¢ kot V. Na primer, ¢e V =10 ter s; =4,
s» =5 1in s3 = 7, lahko to storimo z dvema kosema, medtem ko z enim samim
koSem to ni mogoce. Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira opisani
problem.

(a) Zapisi celoStevilski linearni program, ki modelira zgornji problem.

(b) Denimo, da imamo seznam L s pari predmetov, ki jih ne smemo postaviti v
isti kos. Ce imamo na primer L = {(1,2), (3,4), (1,4)}, potem predmetov 1 in 2
ne moremo postaviti skupaj, prav tako ne predmetov 3 in 4 oziroma 1 in 4.

Dopolni zgornji celostevilski linearni program tako, da bo vkljuceval te ome-
jitve.

Naloga 2.16. Vir: Izpit OR 10.7.2017

Za hitrejSe nalaganje posnetkov na YouTubu se uporabljajo krajevni strezniki, do
katerih lahko uporabniki na doloceni lokaciji hitreje dostopajo kakor do glavnega
streznika, ki vsebuje vse posnetke. Vendar pa imajo krajevni strezniki omejen
prostor, zato je potrebno ugotoviti, kateri posnetki naj se naloZijo na katere
krajevne streznike.

Denimo, da imamo poleg glavnega streznika Se k krajevnih streznikov, m in-
ternetnih ponudnikov in 7 posnetkov. Naj bo ¢y, (1 < h < k) prostor v megabajtih,
ki je na voljo na krajevnem strezniku %. Z indeksom 0 oznacimo glavni streZnik —
lahko torej predpostavljas ¢y = co. Nadalje naj bo s; (1 < j < n) velikost posnetka
Jj,» prav tako v megabaijtih, ¢;; (0 < h < k, 1 <i < m) latenca (zakasnitev pri pre-
nosu v milisekundah) ponudnika i do streznika b, inr;; (1<i<m,1< j<n)
Stevilo zahtevkov za posnetek j, ki jih pricakujejo od ponudnika i. Vsi parametri
so cela Stevila.

Pri vsakem zahtevku bo posnetek poslan iz streznika z najmanj$o latenco, ki
vsebuje Zeleni posnetek. Lahko predpostavljas, da ima za vsakega ponudnika
glavni streznik najvecjo latenco (torej £y; = ¢p; zavsakal<h<k,1<1i < m).
Dolociti Zelimo, katere posnetke naj nalozimo na posamezen krajevni streznik, da
minimiziramo vsoto pricakovanih latenc pri vseh zahtevkih. Posamezen posnetek
lahko seveda nalozimo tudi na ve¢ krajevnih streznikov, ali pa na nobenega (v
tem primeru bo poslan iz glavnega streZnika).

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.
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Naloga 2.17. Vir: Izpit OR 29.8.2017

Distributer ima A zabojev avokadov in B zabojev banan, ki jih bo prodal n tr-
govcem. Trgovec i (1 < i < n) placa a; evrov za zaboj avokadov in b; evrov za
zaboj banan, skupaj pa bo porabil najvec c; evrov. Distributer bo zaboje dostavil s
tovornjaki, v katerih je lahko najve¢ K zabojev (ne glede na vsebino). Ce nekemu
trgovcu dostavi ¢ zabojev, bo torej opravljenih [¢/K] voZenj. Vsaka voZnja do
trgovca i (ne glede na to, koliko je poln tovornjak) ga stane d; evrov. Poleg tega
bo trgovec p kupil samo banane ali samo avokade, trgovec g pa bo kupil vsaj en
zaboj avokadov, ¢e bo tudi trgovec r kupil vsaj en zaboj avokadov. Distributer Zeli
zaboje razdeliti med trgovce tako, da bo maksimiziral svoj dobicek - torej vsoto
cen, ki jih placajo trgovci, zmanjsano za stroSke dostave. Lahko predpostavljas,
da so vse cene pozitivne.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.18. Vir: Kolokvij OR 23.4.2018

Pri izvedbi projekta bo potrebno narediti n nalog, ki jih bomo dodelili delavcem.
Vsako nalogo bo opravil natanko en delavec, vsak delavec pa lahko hkrati izvaja
samo eno nalogo. Naj bo ¢; € N Stevilo ¢asovnih enot, ki ga posamezen delavec
potrebuje za dokoncanje naloge i (1 < i < n). Vsaka naloga mora biti opravljena v
enem kosu (Ce torej zacnemo z nalogo i v ¢asu s, bo ta dokon¢ana v ¢asu s + t;,
brez moZnosti prekinitve in kasnejSega dokoncanja). Celoten projekt mora biti
dokonc¢an v ¢asu T. Dana je Se mnoZica parov S, kjer (i, j) € S pomeni, da se
naloga j ne sme zaceti, preden se zakljuci naloga i (lahko se pa j zacne izvajati v
trenutku, ko se i konca).

Delavce bomo najeli preko podjetja za posredovanje dela, to pa nam zaracuna
fiksno ceno na najetega delavca (za ustrezna placila delavcem bodo tako poskr-
beli oni). Minimizirati Zelimo torej §tevilo najetih delavcev. Zapisi celoStevilski
linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.19. Vir: Izpit OR 11.6.2018

Avtobusno podjetje Zeli uvesti novo avtobusno linijo. Dan je neusmerjen enosta-
ven graf G = (V, E), katerega vozlis¢a predstavljajo postajalisca, povezave pa ceste
med njimi. Za vsako povezavo uv € E poznamo $e ¢as c,, € N, vkaterem avtobus
pride od u do v.

Dan je Se seznam postajaliS¢ py, po,... pn € V, ki jih linija mora obiskati v
tem vrstnem redu — zaceti mora v p; in koncati v p,, na poti med dvema po-
stajaliS¢ema iz seznama pa lahko obisce tudi druga postajaliS¢a. Linija lahko
vsako postajaliCe obisce najvec enkrat (ko doseZe kon¢no postajalisce, se vine
po isti poti do zacetnega). Skupno trajanje voznje (v eno smer) je lahko najvec T.
Podjetje Zeli dolociti linijo tako, da bo obiskala ¢im ve¢ postaj.

ZapiSi celoStevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.
Namig: poskrbi, da linija nima ciklov.
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Naloga 2.20. Vir: Izpit OR 5.7.2018

Nogometni klub pred novo sezono prenavlja svoj igralski kader. Najbo A mnozica
trenutnih igralcev kluba, B pa mnoZica igralcev, za katere se v klubu zanimajo
(A in B sta disjunktni mnozici). Za vsakega igralca i € A imajo s strani kluba j
(1 = j < n) ponudbo v visini p;; € N (Ce se klub j ne zanima za igralca i, lahko
predpostavi$ p;; = 0), za vsakega igralca i € B pa bodo morali placati odkupnino
r; €N, ¢e ga hocejo pripeljati v klub. Vsakega igralca i € A lahko seveda prodamo
kve¢jemu enemu klubu. Skupni stroski trgovanja (tj., razlika stroskov nakupov in
dobicka od odprodaj) ne smejo preseci S, Stevilo igralcev v klubu pa mora ostati
enako kot pred trgovanjem.

Za vsakega igralca i € AU B poznamo njegov koli¢nik kvalitete g;, vsak pa
pripada natanko eni izmed mnozic G (vratarji), D (branilci), M (vezni igralci) in
F (napadalci). Stevilo igralcev kluba v vsaki izmed teh mnoZic se lahko spremeni
(poveca ali zmanj$a) za najvec 1. Poleg tega lahko igralca a, b € A prodamo le
istemu klubu - ali pa oba igralca ostaneta v klubu. Doseci Zelimo, da bo kvaliteta
kluba ¢im vecja — maksimizirati Zelimo torej vsoto koli¢nikov g; za igralce v klubu.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.21. Vir: Kolokvij OR 24.1.2011

Podjetje dobiva po posti ¢eke iz celotne Evrope. Cas potovanja ¢eka je odvisen
od kraja, od koder je bil ¢ek poslan, in od kraja, kamor ¢ek potuje. Na primer,
¢ek, poslan iz vzhodne Evrope v Berlin, v povprec¢ju potuje 5 dni — podjetje mora
torej cakati 5 dni, preden lahko ¢ek unov¢i in razpolaga z denarjem. 1z severne
Evrope je v povprecju dnevno poslanih za 70000€ ¢ekov, iz zahodne Evrope za
50000€, iz vzhodne 60000€, iz juzne pa 40000€. Podjetje Zeli obracunavati
¢eke kar se da hitro, saj izgubi 20% vrednosti ¢eka na letni ravni. Podjetje lahko
postavi podruznice (in s tem poStne predale) v Londonu, Berlinu, Budimpesti
in/ali Madridu. Stro$ek vzdrzevanja ene podruZnice znasa 50000€ letno. Casi
potovanja ¢ekov so razvidni iz spodnje tabele:

‘London Berlin Budimpesta Madrid

Severna Evropa 2 6 8 6
Zahodna Evropa 6 2 5 5
Vzhodna Evropa 8 5 2 5

Juzna Evropa 8 5 5 2

Primer: Ce severna Evropa posilja ¢eke v Budimpesto, bo v obtoku v povprecju
za 560000€ (= 8-70000<) cekov, kar z 20% izgubo pomeni 112000<€ izgube na
letni ravni. Zanima nas, kje naj podjetje postavi podruznice, da bodo stroski ¢im
manjsi. Zastavi nalogo kot celostevilski linearni program.

Naloga 2.22. Vir: Izpit OR 9.2.2011

Selektor kosarkaske reprezentance bi rad sestavil pet¢lansko zacetno postavo, ki
bo imela povprecno visino kar se da visoko. Na voljo ima sledece igralce:
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Slika 1: Otoki za nalogo 2.23.

Igralec ViSina Pozicija
Anze 213 Center
Borut 208 Center
Ciril 203 Krilo
David 192 Krilo
Emil 196 Krilo
Filip 197 Obramba
Gorazd 200 Obramba
Hugo 195 Obramba

Pri izbiri mora selektor upostevati naslednje pogoije:
* vzacetni postavi morajo biti zastopane vse tri pozicije,
¢ vrezervi mora biti bodisi Ciril bodisi Filip, ne pa oba,
¢ vzacetni postavi je lahko najve¢ en center,
* Ce zaCne Borut ali David, mora Hugo ostati v rezervi.

Formuliraj problem kot celoStevilski linearni program.

Naloga 2.23. Vir: Izpit OR 28.6.2011

Otoke (vozlis¢a) na sliki 1 je potrebno povezati z mostovi po sledecih pravilih:
* mostovi potekajo samo v vodoravni ali navpi¢ni smeri,
* med dvema otokoma smeta biti najve¢ dva mostova,
* Stevilka na otoku pove, koliko mostov naj vodi na ta otok.

Formuliraj problem kot celoStevilski linearni program.
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Naloga 2.24. Vir: Izpit OR 9.7.2012

Druzina Vinar iz Vurberka Ze ve¢ kot 200 let prideluje vino. Njihovi zacetki
segajo Se v cas Habsburzanov, ko je Janez Vinar od grofa Herbersteina v dar prejel
najlepsi vinograd na Vurberku. Janez je kmalu zacel dobivati narocila od okoliskih
gostincev in vsako leto je moral razmisliti, kako bo razdelil svoj pridelek med
porabnike. Danes njegov daljni potomec (prav tako Janez) nadaljuje s tradicijo.

Ce je letina dobra (predpostavimo, da je vsako leto dobra letina), pridela Janez
2000 litrov rumenega muskata, 10000 litrov laskega rizlinga in 5000 litrov ren-
skega rizlinga. Njegovi standardni odkupniki sta bara Kocka in Luka ter Zupnisce
Sv. Martin in ob¢ina Duplek. V spodnji tabeli je prikazano, koliko litrov vina je
vsak pripravljen (najvec) kupiti.

kupec ‘ Kocka Luka ob¢ina Zupnisce
koli¢ina v litrih ‘ 15000 5000 1000 500

Teée drugo leto Janezovega vinogradnistva'. To leto se je odlo¢il, da bo vino
prodajal le v flaskonih po 10 litrov in postavil fiksne cene, vidne v spodnji tabeli.

sorta ‘ rumeni muskat laskirizling renskirizling
cena za flaSkon ‘ 12€ 8€ 15€

A ne gre brez omejitev. Vsak bar zahteva, da Janezu skupno placa najvec toliko,
kot mu plac¢ata skupaj Zupnisc€e in obc¢ina. V Zupni$cu Zelijo 500 litrov vina, ki
naj ne bo laski rizling. V ob¢ini Zelijo vsaj 500 litrov renskega rizlinga, drugih
sort pa sploh ne bodo kupovali. Nazadnje se je oglasila Se Janezova Zena, ki Zeli
ohraniti doma vsaj toliko sorte A, kot je Janez proda kupcema B in C skupaj. Toda
parametrov v Zenini zahtevi nam Janez ne Zeli zaupati. Napisi tak celostevilski
linearni program (tako da lahko Janez vstavi ustrezne Zenine parametre), ki
bo Janezu drugo leto pomagal pri prodaji vina, tako da bo njegov zasluzek kar
najvecji.

Naloga 2.25. Vir: Izpit OR 4.9.2012

Minolovec je stara Microsoftova racunalniska igrica. Dano je minsko polje v obliki
kariraste mreZe dimenzij n x m, v katerem se nahaja p min. Slika 2 predstavlja
delno odprto minsko polje, ki vsebuje p = 40 min.

V vsaki nedokoncani igri je neka celica bodisi odprta bodisi zaprta. V neka-
terih zaprtih celicah se nahajajo mine. V odprtih celicah so $tevilke od 0 do 8
(Stevilke 0 na sliki 2 niso prikazane), ki povedo, koliko min se nahaja v okolici te
celice (tj., na sosednjih 8 celicah). Za razliko od Minolovca na racunalniku lahko
pri nas tudi celica s §tevilom 0 meji na zaprto celico.

Delno odprto minsko polje (levo) ima pri p = 7 ve€¢ moZznih resitev. Dve sta
prikazani na desni strani:

1Glej nalogo 2.8.
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Naslednje delno odprto minsko polje pa ni veljavno (ne glede na p):

21212
01012

(a) Opisi celostevilski linearni program, ki bo povedal, ali je neko tako delno
odprto minsko polje veljavno, tj., ali je mozno p min postaviti na polje tako,
da bo v okolici vsake odprte celice ustrezno $tevilo min.

(b) Ali bilahko s pomocjo celostevilskega linearnega programa ugotovil, kolik§no
je najvecje moZzno §tevilo min pri nekem delno odprtem polju?
Namig: morda zados$c¢a, e malenkost popravi§ program iz prej$nje tocke.

(c) Kako bi s pomocjo zgornjega celostevilskega linearnega programa poiskal
celice, ki nujno vsebujejo mino (tj., pri vseh moZnih resitvah se v tistih celicah
nahajajo mine)?

Pri pisanju celostevilskih linearnih programov si lahko pomagas z oznakami:
e ¢: mnozica vseh odprtih celic,
e Z: mnozica vseh zaprtih celic,

¢ N(s): mnozica sosedov celice s.

Naloga 2.26. Vir: Kolokvij OR 17.4.2014

Danih je n praznih skatel z volumni vy, vy, ..., v,. Dana so naslednja pravila
pospravljanja Skatel:

* ve¢ manj$ih Skatel lahko zloZimo v vecjo, e njihov skupni volumen ne
preseZe volumna vecje Skatle, in

* Skatle, ki ima znotraj sebe Ze kak3no Skatlo, ne smemo vec¢ postaviti znotraj
vecje Skatle.

Zanima nas tak$no pospravljanje Skatel, da bo skupen volumen 3katel, ki ostanejo,
¢im manjsi. Formuliraj nalogo kot celostevilski linearni program.

Na primer, ¢e imamo $katle z volumni 2, 3,6, 8,9, potem je ena moZna resitev
(ne nujno optimalna!), da zloZimo $katli z volumnoma 2 in 3 znotraj skatle z
volumnom 6 ter §katlo z volumnom 8 znotraj najvecje 8katle. Ta razporeditevima
skupni volumen 6+ 9 = 15.
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Slika 2: Primer delno odprtega polja za nalogo 2.25.

Naloga 2.27. Vir: Izpit OR 14.6.2013
(problem kombinatori¢ne draZbe)

Pohorski skratje so se v osrednji sobani svojega podzemnega kraljestva zbrali na
drazbi. Vodja drazbe prodaja predmete A = {1,2,..., k}, ki so jih skratje uspeli
“pridobiti” od ljudi. Ponudbe so pari (Bj,c;), kjer je B; < A in je ¢; > 0 cena
ponudbe. Skrat, ki je ponudil j-to ponudbo, je torej pripravljen za predmete
B; placati c; (Ce bi dobil le nekaj od predmetov iz B;, ne bi placal ni¢). Vodja
draZbe prejme k ponudb {(B;, ci)}i.‘: 1» 0d vsakega Skrata najvec eno. Predmete
Zeli razdeliti med ponudnike, da bo iztrZil kar najvec.

(a) Predstavi problem kot celostevilski linearni program!

(b) Kako se celostevilski linearni program spremeni, ¢e dodamo naslednja po-
goja?

* Ceje ponudba 1 uspesna, potem mora biti uspesna tudi ponudba 2 ali
ponudba 3.

* Ce so uspesne vse ponudbe s sodim indeksom, potem morajo biti ne-
uspesne vsaj tri ponudbe z lihim indeksom.

Naloga 2.28. Vir: Izpit OR 5.6.2014

Dana je mnozica Stevil A ={a,, ap, ..., an}. IS5¢emo podmnozico L € A, za katero
doseZe izraz
2
Y (a)

a;eL

maksimalno vrednost, pri Cemer morajo biti izpolnjeni pogoji:
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e CeajeL,potemay L,

CeaseLlinaseL,potema; €L,

Ce|L| =5, potem as ¢ L, ter
* v L je vec pozitivnih kot negativnih Stevil.

Problem formuliraj kot celostevilski linearni program.

Naloga 2.29. Vir: Izpit OR 24.6.2014

Dan imamo tovor, ki ga sestavlja mnozica n predmetov s celostevilskimi masami
my, my, ..., my. Tovor Zelimo razdeliti na 5 tovornjakov tako, da bo obremenitev
najbolj obremenjenega tovornjaka ¢im manjsa. Problem formuliraj kot celoste-
vilski linearni program.

Dodatno formuliraj $e naslednja pogoja:

(a) Tovor na prvem tovornjaku ne sme presegati mase M.

(b) Na vsaj enem tovornjaku tovor ne sme presegati mase M.

Naloga 2.30. Vir: Izpit OR 25.8.2014

Naj bodo v vrsto dolZine n razporejena Stevila 1,2,..., n (v poljubnem vrstnem
redu). Pri izbiri i-tega mesta dobimo Stevilo tock, ki je enako minimumu med
vsoto §tevil strogo levo od i-tega in vsoto $tevil strogo desno od i-tega mesta.

(a) Doloci vrstni red stevil, da bo povprecni dobitek pri naklju¢nem izbiranju
mest ¢im vecji. Problem formuliraj kot celostevilski linearni program.

(b) Formuliraj $e pogoj, ki pravi, da morata biti Stevili 1 in 2 sosednji.

Naloga 2.31. Vir: Izpit OR 19.5.2015

Podjetje Nijke proizvaja moske copate. Po svetu ima vec tovarn, vsaka je na
stopnji razvoja 1, 2, 3 ali 4. Koliko dobicka prinese tovarna na posamezni stopnji
razvoja v posamezni drzavi ter koliko tovarn na posamezni stopnji razvoja ima
trenutno vsaka drZava, je razvidno iz tabele 1.

V naslednjem letu lahko nadgradimo do 15 tovarn, v vsaki drzavi najvec
3. Vsako tovarno lahko nadgradimo najvec za eno stopnjo. Dodatno moramo
upostevati $e naslednje omejitve.

¢ Slovenija mora imeti vec tovarn stopnje 4 kot Hrvaska in vec tovarn stopnje
3 kot Italija.

« Stevilo nadgradenj tovarn v EU (drZave nad ¢rto tabeli 1) mora biti vsaj
tolik$no kot $tevilo nadgradenj tovarn izven EU.
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dobicek Stevilo tovarn
drzava st.1 st.2 st.3 st.4|st.l st.2 st.3 st4

Avstrija 3 4 7 10 0 0 0 5
Slovenija 3 3 5 8 0 1 2 1
Italija 4 4 6 8 1 1 1 1
Madzarska 5 7 8 10 0 1 2 1
Hrvaska 3 4 5 7 1 2 1 0
Iran 6 10 10 10 3 0 4 10
Irak 2 4 4 6 5 3 0 0
Afganistan 6 6 5 2 20 0 0 0
Turkmenistan 6 7 7 6 10 5 5 0
Pakistan 6 7 7 7 10 7 2 0
Armenija 6 7 9 10 3 0 1 0
AzerbajdZan 6 7 9 8 0 1 0 0

Tabela 1: Podatki za nalogo 2.31.

« Ce Azerbajdzan nadgradi svojo tovarno in Armenija ne nadgradi tovarne
stopnje 3, potem mora Armenija nadgraditi vse tri tovarne stopnje 1.

¢ Iran mora imeti vsaj toliko tovarn stopnje 4 kot vse drzave EU skupaj.

Napisi celostevilski linearni program, ki uposteva opisane omejitve in pove,
kje in koliko tovarn moramo nadgraditi, da bomo imeli kar najvecji dobicek.

Naloga 2.32. Vir: Izpit OR 24.6.2015

Krt Crnko Ze vrsto let domuje pod zelenim travnikom. Zgradil si je Ze pravo
kraljestvo rovov, ki ga lahko predstavimo z grafom G = (V, E): vozlis¢a grafa

vvvvv

vvvvv

zasScCitne maske.

(a) Pomagaj Crnku tako, da napises celostevilski linearni program, ki za graf G

vvvvv

vvvvvvvvvv

vvvvvvvvvv
vvvvv

vvvvvvvvvv

vvvvvvvvvv
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Naloga 2.33. Vir: Izpit OR 28.8.2015

Poslovnez Kopalec je lastnik velike evropske verige bazenov. Trenutno ima v lasti
20 bazenov, ki jih oznac¢imo kar s stevili od 1 do 20. Vsi razen bazenov 1, 2 in 3
so v “osnovnem” stanju, tj., okoli njih ni zgrajen noben vec¢ji kompleks. Bazeni
1,2 in 3 so pa v “nadgrajenem” stanju, kar pomeni, da je okoli njih zgrajen vecji
kompleks, seveda v lasti gospoda Kopalca.

V naslednjem 5-letnem obdobju bo gospod Kopalec nadgradil nekaj svojih
bazenov, ki so trenutno v osnovnem stanju, nekaj bazenov pa bo prodal. Napisi
celostevilski linearni program, ki bo gospodu Kopalcu pomagal maksimizirati
Stevilo nadgrajenih bazenov po koncu 5-letnega obdobja. Pri tem upoStevaj
naslednje omejitve:

* Gospod Kopalec bo nadgradil najve¢ dvakrat toliko bazenov, kot jih bo
prodal.

* Gospod Kopalec ne bo prodal bazenov, ki so nadgrajeni ali jih bo nadgradil.

* Ce bo gospod Kopalec nadgradil bazen 8, potem bo nadgradil tudi bazena
14in 11, ne bo pa prodal bazena 15.

* Gospod Kopalec ne bo nadgradil bazenov 4, 5, 6 in 7, ¢e ne bo prodal
bazenov 15, 16, 17, 18, 19 in 20 (tj., Ce ne proda nobenega od bazenov 15-20,
potem ne bo nadgradil nobenega od bazenov 4-7).

e Zanekaain b (4 < a, b < 20), ki ju Zeli gospod Kopalec dolociti kasneje, bo
prodal bazen a in nadgradil bazen b.

* 7Zeni gospoda Kopalca je ve¢ bazen c (1 < ¢ < 20) tak, kot je. Zato ga gospod
Kopalec ne bo prodajal, niti nadgrajeval.

Naloga 2.34. Vir: Izpit OR 12.5.2016

Dan je enostaven graf G = (V, E) in funkcija uteZi na povezavah ¢ : E — Rs.
Podmnozici M < E pravimo prirejanje, Ce za vsaki razli¢ni povezavi e, e’ € M velja
ene' = @ (tj., nobeni dve povezavi iz M nimata skupnega krajis¢a). Prirejanje M
je maksimalno, Ce ne obstaja tako prirejanje M’, da velja M < M’. TeZa prirejanja
M je vsota uteZi njegovih povezav, torej Y,y t(e).

Formuliraj celostevilski linearni program, ki za dani vhodni graf G poisce
maksimalno prirejanje najmanjse teZe.

Naloga 2.35. Vir: Izpit OR 24.5.2016
Dan je graf G = (V, E). Razbitju V1, V,, ..., Vi mnoZice vozlis¢ V pravimo k-barvno
pakiranje, Ce velja dg(u, v) > i za vsaki razli¢ni vozlis¢i u,ve V; (1 =i < k) - tj.,
poljubni dve vozlisci iz V; sta v grafu G oddaljeni za vec kot i. Minimalnemu
Stevilu k, za katero obstaja k-barvno pakiranje, pravimo mavricno pakirno Stevilo
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in ga oznaCimo s y,(G). Napisi celoStevilski linearni program, ki za dani graf G
izracuna x,(G).

Naloga 2.36. Vir: Izpit OR 29.8.2016

Naj bo G = (V,E) enostaven graf. Barvanju vozli§¢ grafa ¢ : V — {1,2,...,k}
pravimo k-uravnotezeno barvanje, e ima naslednji lastnosti:

e Ce stavozlis¢i u in v sosedni v G, potem velja ci(u) # cx(v).

e Zavsakai,je{l,2,...,k} velja
I{veVlck(v):i}I—l{v€V|ck(v):j}||sl

—1j., Stevilo vozli§¢, pobarvanih z barvama i in j, se razlikuje za najvec 1.

Napisi celostevilski linearni program, ki ima dopustno resitev natanko tedaj, ko za
vhodni graf G obstaja k-uravnoteZeno barvanje. Predpostavis lahko, da je tudi k
vhodni podatek. Koliko pogojev in koliko spremenljivk ima dobljeni celostevilski
linearni program?

Naloga 2.37. Vir: Teorija OR 5.7.2013

Zapisi naslednji problem kot celoStevilski linearni program.

min f(x)+g(y) + h(z) p.p.
10 cex=0,in

f(x)={

10+5x cex>0

10 cey=0,in
gy = y
5+5y cCey>0

8 ¢ez=0,in
h(z) =
10+4z cez>0

xX+y+z=100
(x=5Ay=5)Vv(x=5Az=5)V(y=5A2z=5)

x,1,2=20, xy,z€Z

Naloga 2.38. Vir: Teorija OR 12.7.2017

Zapisi naslednji problem kot celostevilski linearni program.

min fl(xl) +f2(x2) p.p.
e x; =0,in

0
fi(x1) :{

10+5x; Cex; >0
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3

Slika 3: Primer sudokuja za nalogo 2.39.

) {0 cexp=0,in
2(X2) =

20+4x, Cexp>0
100x; + 150x2 = 10000

X1,X2=0

Naloga 2.39. Vir: Teorija OR 5.9.2017

Obravnavamo manjsi sudoku velikosti 4 x 4 s slike 3. Vanj vpisujemo Stevila med
1 in 4. Vsako §tevilo se pojavi natanko enkrat v vsaki vrstici, vsakem stolpcu in
vsakem od 4 kvadratov velikosti 2 x 2, omejenih z debelej$o ¢rto. Opisi celoStevilski
linearni program za reSevanje takega problema oz. za dolo¢anje, da reSitev ne
obstaja. Koliko spremenljvk in pogojev ima linearni program?

Naloga 2.40. Vir: Kolokvij OR 19.4.2019

Na turnirju poleg tebe sodeluje $e n igralcev, pri Cemer se bo vsak igralec soocil
z vsakim drugim igralcem v enem dvoboju. Vsak igralec na zacetku dobi M
Zetonov, za katere se (po zacetni fazi zbiranja informacij) vnaprej odloci, kako
jih bo razdelil med dvoboje. V dvoboju zmaga igralec z ve¢jim $tevilom vloZenih
zetonov. Ce oba igralca vloZita enako $tevilo Zetonov, je izid dvoboja izenacen.
Zmagovalec dvoboja dobi 3 tocke, porazenec 0 tock, v primeru izenacenega izida
pa vsak dvobojevalec dobi 1 tocko. Cilj vsakega igralca je zbrati ¢im vecje Stevilo
tock.

(a) Denimo, da za vsakega igralca izve§, kako namerava igrati. Naj bo torej c;
Stevilo Zetonov, ki jih bo i-ti nasprotnik (1 < i < n) vlozil v dvoboj proti tebi.
Svojo strategijo Zeli§ nacrtovati tako, da bi dosegel ¢im vecje Stevilo tock.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira ta problem.

(b) Celostevilskemu linearnemu programu iz prej$nje tocke dodaj omejitve, ki
modelirajo sledece pogoje:

* Proti nobenemu od nasprotnikov iz mnozice A ne sme$ doseci izenace-
nega izida.
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Izgubis lahko kve¢jemu proti dvema nasprotnikoma iz mnozice B.

* Ce izgubis proti nasprotniku u, mora$ proti nasprotnikoma v in w
doseci vsaj 4 tocke.

* Vec kot ¢ Zetonov lahko vlozi$ v najvec¢ k dvobojev.

¢ Izgubiti moras vsaj ¢ dvobojev.

Naloga 2.41. Vir: Izpit OR 3.6.2019

V trgovini z oblacili sestavljajo ponudbo za poletno sezono. Odlocijo se lahko za
nakup kolekcij n razli¢nih proizvajalcev, pri cemer za posamezen izvod kolekcije
i-tega proizvajalca (1 < i < n) placajo ceno c; evrov, od nje pa si obetajo zasluzek
d; evrov. Kolekcijo i-tega proizvajalca lahko kupijo v najvec k; izvodih (vsak izvod
je nedeljiva enota), z njeno prisotnostjo v ponudbi (ne glede na koli¢ino) pa si
obetajo povecano vidnost in s tem dodaten zasluZek e; evrov (npr. iz prodaje
stalne ponudbe in starih zalog).

Za nakup kolekcij imajo na voljo C evrov, iz marketinskih razlogov pa Zelijo ku-
piti kolekcije najvec K razlicnih proizvajalcev. Poleg tega proizvajalec p zahteva,
da ¢e kupijo kak izvod njegove kolekcije, je morajo kupiti v vsaj toliko izvodih kot
kolekciji proizvajalcev g in r skupaj (Ce pa ne kupijo nobenega izvoda kolekcije
proizvajalca p, te omejitve ni). V trgovini Zelijo maksimizirati pri¢akovani dobicek
(tj., razliko zasluzka od prodaje s stroski nakupa).

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.42. Vir: Izpit OR 27.8.2019

Glasbeni festival bo trajal m dni, vsak dan pa bo nastopilo k glasbenih skupin.
Organizator izbira nastopajoce izmed n glasbenih skupin (kjer je n > km). Na
voljo ima M evrov za placilo glasbenikom, pri cemer i-ta skupina (1 < i < n)
raCuna m; evrov za nastop, pripeljala pa bo a;; obiskovalceyv, e bo nastopila j-ta
po vrsti vdnevu (1 < j < k). Vsaka skupina lahko seveda nastopi samo enkrat,
prav tako naenkrat nastopa samo ena skupina. V posameznem dnevu se skupine
zvrstijo glede na njihovo ceno (tj., zadnja nastopa skupina, ki najve¢ racuna),
organizator pa Zeli zagotoviti, da bo vsak dan festivala prislo vsaj toliko ljudi kot
prejsnji dan.

Skupina r pogojuje svoj nastop s tem, da skupina s ne nastopa na festivalu.
Skupina ¢ bo nastopila samo kot glavna skupina (tj., zadnja v posameznem
dnevu), razen Ce nastopi neposredno pred skupino u (lahko predpostavis, da
velja m; < m,) — ali pa sploh ne bo nastopila. Skupini v in w ne smeta nastopati
na isti dan, saj se njuni oboZevalci med seboj ne marajo.

Organizator Zeli dolociti spored tako, da bo na festival prislo ¢im vec ljudi.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira opisani problem.
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Naloga 2.43. Vir: Izpit OR 22.6.2020

Iz kriznih Zari§¢ COVID-19 po svetu se na Kitajsko vraca n strokovnjakov, ki jih
Zelijo oblasti razporediti po m karantenskih centrih s kapacitetami ki, kz, ..., ki,
pri cemer velja ¥}" | k;, = n. S pomoc¢jo naprednih tehnologij so za vsak par
strokovnjakov i, j € {1,2,..., n} izracunali verjetnost p;; € [0,1], da je priSlo do
prenosa virusa med i in j (lahko predpostavis, da za vsaka i, j velja p;j = pj; ter
pii = 0). Poiskati Zelijo tako razporeditev, da bo vsota vrednosti p;; vseh parov
(i, j), ki bodo nastanjeni v istem karantenskem centru, ¢im manjsa.

Pri tem imajo nekaj omejitev. Identificirali so mnozico A strokovnjakov, ki
so se nahajali na obmogjih, kjer je prislo do mutacije virusa — ti ne smejo biti
nastanjeni skupaj s strokovnjaki izven mnozice A (lahko so pa ¢lani mnoZice A
nastanjeni po razli¢nih centrih). Poleg tega so sestavili mnozico B parov strokov-
njakov v bliZnjem sorodstvu — za vsak par (i, j) € B velja, da mora biti nastanjen v
istem centru.

ZapiSi celoStevilski linearni program, ki modelira opisani problem.

Namig: uporabi spremenljivke, ki za par oseb povedo, ali se nastanita v nekem centru.

Naloga 2.44. Vir: Kolokvij OR 12.4.2021

V vecjem podjetju so se odlocili za nabavo licenc za programsko opremo, in
sicer bodo za vsakega zaposlenega iz mnoZice Z nabavili natanko eno licenco.
Razvijalec svojo programsko opremo ponuja v razli¢icah 1,2, ..., n z razlicnimi
nabori funkcionalnosti. V podjetju so identificirali mnoZico F funkcionalnosti, ki
jih zanimajo, ter dolo¢ili vrednosti p,rin qr; (z€ Z, f € F, 1 < i < n), ki povedo
sledece:

_J1 Cezaposleni z potrebuje funkcionalnost f, in
Pzt 0 sicer,

ter

{ 1 cerazlicica i ponuja funkcionalnost f, in
qri =

0 sicer.

Cena, ki jo v podjetju placajo za posamezno licenco, je odvisna od $tevila licenc,
ki jih kupijo za posamezno razli€ico programske opreme: za posamezno licenco
za razlicico i placajo ceno ¢;, Ce kupijo vsaj r; takih licenc (1 < j < m). Lahko
predpostavi§,daveljal=ri <ry<---<rpincpzcpz--2¢p>01<i<n).

(a) Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira iskanje najcenejsega izbora
licenc, tako da bo vsak zaposleni dobil razli¢ico programske opreme, ki po-
nuja vse funkcionalnosti, ki jih potrebuje.

Namig: uvedi spremenljivke, ki za vsakega zaposlenega, razlicico in ceno povedo, ¢e
naj v podjetju kupijo tako licenco.

(b) Celostevilskemu linearnemu programu iz tocke (a) dodaj omejitve za sledece
dodatne pogoje.
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e Zaposlena a, b € Z morata dobiti licenco za enako razli¢ico programske
opreme.

¢ Vsako funkcionalnost, ki jo ima na voljo katerikoli zaposleni, mora v
svoji razlicici programske opreme imeti na voljo tudi direktor d € Z.

* Ce ima katerikoli zaposleni licenco za tako razli¢ico, ki ponuja funkcio-
nalnost e € F, potem mora funkcionalnost e biti na voljo vsem zaposle-
nim.

Naloga 2.45. Vir: Izpit OR 3.6.2021

Igor je zadnje mesece pridno zbiral kupone, s katerimi lahko pridobi razlicne
popuste v bliznji trgovini. Zanima ga, koliko kosov posameznega artikla naj kupi
in katere kupone naj unov¢i, da bo zadostil svojim potrebam in da bo nakup ¢im
cene;jsi.

V trgovini prodajajo artikle iz mnoZice A, pri Cemer posamezen kos artikla
i € A prodajajo po ceni c;. Igor si je pripravil seznam stvari, ki jih potrebuje:
identificiral je paroma disjunktne mnoZice By, < A in kolic¢ine nj, (1 < h < m),
ki povedo, vsaj koliko kosov artiklov iz mnoZice Bj, mora kupiti (tj., posamezna
mnoZica By, podaja artikle istega tipa — posamezen artikel lahko kupi v vec kosih,
koli¢ino nj; pa lahko doseZe tudi z nakupom razli¢nih artiklov iz By). Zaloge
artiklov v trgovini so dovolj velike, tako da Igor glede tega ne skrbi.

Pri nakupu lahko Igor uporabi tudi kupone, pri ¢emer mnozica K; (1< j < k)
pove, katere artikle mora kupiti, da lahko unov¢i j-ti kupon. Z unov€enjem j-tega
kupona si pribori popust v visini p; za vsak nabor izdelkov iz mnozice K;. Pri
tem velja omejitev, da lahko pri posameznem artiklu unov¢i najvec en kupon.
Primer: denimo, daimamo B; = {¢t, u}, B, = {v,w}, n; = n, =3in Ky = {u, v}, Kx = {u, w}
in K3 = {v, t}. Potem Igor zadosti svojim potrebam, ¢e se odloc¢i za nakup treh kosov
artikla u, dveh kosov artikla v in enega kosa artikla w. Tretjega kupona v tem primeru
ne more unovd¢iti, saj ne kupi nobenega kosa artikla z. Ce se odloci za unovéenje prvega
kupona, potem za svoj nakup placa 3¢, +2¢, + ¢, — 2p1, s@j je nabor artiklov iz K; pokrit
dvakrat. Pri tem ne more dodatno unov¢iti tudi drugega kupona, saj je pri artiklu u Ze
unov¢il en kupon.

Zapisi celoStevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem. Pri
tem lahko predpostavis, da so vse vrednosti ¢; (i € A) in p; (1 < j < k) nenegativne.
Prav tako lahko predpostavi§, da noben kupon ne prina$a popusta, ki bi presegal
skupne cene artiklov, ki jih je treba kupiti za njegovo unovcenje — torej p; <
Yiex;ci(lsjs k).

Naloga 2.46. Vir: Kolokvij OR 31.3.2022

Skupina m vlagateljev pripravlja ponudbe za prevzem deleZev n zagonskih pod-
jetij. Naj bo k; skupni kapital, ki ga ima i-ti vlagatelj na voljo, in ¢;; znesek, ki ga
je pripravljen vloZiti v j-to podjetje, da pridobidelez p;; >0(1<i<m,1< j<n)
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— odkupil bo natanko tak deleZ po ponujeni ceni, ali pa ni¢esar. Poleg tega naj
bo g; (1 < j < n) najvedji delez j-tega podjetja, ki ga je vlagateljem pripravljen
odprodati njegov lastnik (deleZe podjetja lahko odproda nobenemu, enemu ali
vec¢ vlagateljem). Vlagatelji Zelijo pripraviti tako ponudbo, ki bo upostevala nji-
hove Zelje in omejitve ter bo maksimizirala najmanjse Stevilo podjetij, katerih
delez bo odkupil posamezen vlagatelj (¢e delez nekega podjetja odkupi ve¢ vlaga-
teljev, se pri vsakem Steje enkrat) — tj., Zelimo, da tisti vlagatelj, ki odkupi deleZ v
najmanjSem Stevilu podjetij, to stori pri ¢im ve¢jem Stevilu podjetij.

(a) ZapiSi celostevilski linearni program, ki modelira zgornji problem.
Namig: maksimiziraj spremenljivko, ki je navzgor omejena s Stevilom podjetij, kate-
rih delez odkupi posamezen vlagatelj.

(b) Vlagatelji so pripravili svojo ponudbo, a lastniki zagonskih podjetij z njo
niso najbolj zadovoljni, zato bi radi sestavili protiponudbo, ki bo upostevala
tudi njihove pogoje. Lastnik j-tega podjetja (1 < j < n) ocenjuje njegovo
vrednost na v; in tako ne bo sprejel ponudbe, s katero bi delez podjetja
prodal pod sorazmerno ceno (tj., Ce Zelijo vlagatelji skupaj odkupiti delez r,
potem morajo skupaj placati vsaj rv;); prav tako ne bo sprejel ponudbe, s
katero ne bi prejel skupnega zneska vsaj u; (lahko pa ne odproda nobenega
deleza in tako ostane brez dobicka).

Zgornji celostevilski linearni program dopolni z omejitvami, ki bodo uposte-
vale tudi Zelje lastnikov zagonskih podjetij.

Naloga 2.47. Vir: Izpit OR 2.6.2022

V hotelu z n enakimi sobami so za sezono v trajanju ¢ dni dobili m zahtevkov
za rezervacije, za katere imajo podatke (a;, b;, c;) (1 < i < m), pri Cemer je a;
najzgodne;jsi dan prihoda, b; najkasnejsi dan odhoda, c; pa Zeleno Stevilo nocitev
(pritemvelja0 < a; < b; < ¢in1 < ¢; < b; —a;). Za vsak zahtevek se lahko odlocijo,
da ga sprejmejo ali zavrnejo. Ce sprejmejo i-ti zahtevek, morajo zagotoviti c;
zaporednih nocitev v isti sobi (tj., e se rezervacija sobe j zatne na dan k, potem
ji pripadajo nocitve nadni k+ 1,k +2,...,k+c;, kjer velja k = a;, k+c; < b; -
nocitev na dan k lahko pripada drugi rezervaciji, prav tako se lahko na dan k + c;
zatne nova rezervacija). Seveda je lahko vsaka soba vsako no¢ oddana le enkrat. V
hotelu Zelijo sprejeti zahtevke tako, da bo zasedenost ¢im vecja (tj., maksimizirati
Zelijo vsoto Stevil zasedenih sob za vsako noc).

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira iskanje optimalne resitve
zgornjega problema.
Namig: uvedi spremenljivke, ki beleZijo zacetke vsake sprejete rezervacije, ter spremen-
ljivke, ki belezijo dejansko zasedenost sob. Ne pozabi vzpostaviti ustrezne povezave med
njimi!
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Slika 4: Primer dopustne (ne nujno optimalne) resitve za nalogo 2.48.

Naloga 2.48. Vir: Kolokvij OR 17.4.2023

Danih je n enakokrakih pravokotnih trikotnikov, pri cemerje ¢; (1 < i < n) dolZina
katete i-tega trikotnika. Vsak trikotnik se z enim od krajis¢ hipotenuze dotika osi
x, pri cemer se nanj prileZna kateta dviga navpi¢no nad njim (tj., pravokotno na
0s x), nasprotna kateta pa je na desni strani prilezne katete. Trikotnike Zelimo
postaviti tako, da se med seboj ne prekrivajo (lahko se dotikajo), obmocje, ki
ga zavzemajo, pa ima ¢im manj$o skupno §irino (tj., minimiziramo razliko v
x-koordinatah levega roba skrajno levega trikotnika in najbolj desnega oglisca
kateregakoli od trikotnikov), pri cemer smemo trikotnike le premikati vzdolz osi x
(tj., ne smemo jih odmakniti od osi x oziroma jih rotirati ali zrcaliti — vsi trikotniki
torej gledajo v isto smer). Lahko se preprica$, da mora torej za poljubna razli¢cna
i, j veljati |x; — x;| = min{¢;, £ ;}, kjer sta x; in x; x-koordinati levih robov i-tega
in j-tega trikotnika. Primer je podan na sliki 4.

(a) Zapisi celodtevilski linearni program, ki modelira zgornji problem. Iz re-
§itve naj bo mogoce odcitati tudi ustrezno postavitev trikotnikov, torej x-
koordinate njihovih levih robov.

Namig: za vsak urejen par trikotnikov uvedi spremenljivko, ki pove, kateri od njiju je
bolj na levi, ter minimiziraj zgornjo mejo za Sirino. Lahko tudi predpostavis, da so
vsi trikotniki desno od izhodis¢a.

(b) K svojemu celostevilskemu linearnemu programu dodaj pogoje za sledeci
omejitvi.
¢ Trikotnik @ moraleZati med trikotnikoma b in ¢ (pri cemer ni pomembno,
kateri od njiju je bolj na levi).

¢ Desno oglisce trikotnika d je najbolj desno oglisce kateregakoli od trikot-
nikov (pri cemer dovolimo, da kak trikotnik leZi v celoti pod trikotnikom
da).
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Naloga 2.49. Vir: Izpit OR 5.6.2023

Preko storitve za dostavo Zelimo narociti m razli¢nih artiklov, ki jih lahko naro-
¢imo iz n razli¢nih trgovin. Zavsakai,j (1 <i<m, 1 < j < n) imamo sledece
podatke: a; je Stevilo kosov i-tega artikla, ki jih Zelimo narociti, b;; je Stevilo
kosov i-tega artikla, ki so na voljo v j-ti trgovini, ¢;; je cena za kos i-tega artikla v
Jj-ti trgovini, d; je stroSek dostave iz j-te trgovine (placamo ga, e iz nje naro¢imo
vsaj en artikel) in e jje minimalni znesek narocila (brez stroskov dostave) iz j-te
trgovine (narocila ne moremo opraviti, ¢e naro¢imo za manj kot minimalni zne-
sek). Dolociti Zelimo, koliko kosov posameznega artikla bomo narocili iz vsake
trgovine, da bodo skupni stroski ¢im manjsi.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira iskanje optimalne resitve
zgornjega problema.
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1.3 Teorija odlocanja

Naloga 3.1. Vir: Vaje OR 30.3.2016

Na ulici nas ustavi neznanec in nam predlaga met kovanca. Ce pade grb, nam
izplaca 250000€, ¢e pade glava, pa mi njemu 100000€. Ali naj sprejmemo
ponudbo?

Naloga 3.2. Vir: [1, Naloga 4.2]
Trgovina pri pekarni kupuje Zemlje po 0.2€ in jih prodaja po 0.4€. Skozi leta

poslovanja so izracunali naslednjo porazdelitev za prodajo Zemljic.

Prodaja | 50 60 70 80 90 100
Verjetnost‘o.l 0.15 03 02 015 0.1

Ce Zemelj zmanjka, narocijo pri pekarni razliko, pri ¢emer jih Zemlja tedaj stane
0.3€. Ob koncu dneva jim pekarna odkupi presezek po 0.15€ na Zemljo. Koliko
Zemelj se trgovini splaca kupiti?

Naloga 3.3. Vir: Izpit OR 5.6.2014

Pacient ima na voljo operacijo. Brez operacije bo Zivel natanko 3 mesece. Z uspes-
no opravljeno operacijo bo Zivel natanko 12 mesecev. Operacija je neuspesna
z verjetnostjo 0.3 (v tem primeru pacient docaka 0 mesecev). Cilj pacienta je
maksimiranje pricakovane Zivljenjske dobe.

(a) Alinaj pacient sprejme operacijo?

(b) Pacient lahko opravi predhodni test, ki z zanesljivostjo 0.9 napove uspesnost
operacije, vendar z verjetnostjo 0.005 pacient zaradi komplikacij med testom
umre. Ali naj pacient opravi test?

Narisi odlocitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracunanih verjetnosti!

Naloga 3.4. Vir: Vaje OR 30.3.2016

Podjetje je razvilo produkt, za katerega je konkurenca pripravljena placati 15M<.
Ce se odlotijo samostojno prodajati produkt, jih vzpostavitev proizvodnje stane
6 M€, za vsak uspesno prodan produkt pa dobijo 600€. Racunajo, da bi z verjet-
nostjo 0.5 investicija uspela in bi prodali 100000 produktov, z verjetnostjo 0.5 pa
bi projekt propadel in bi prodali zgolj 10000 produktov. Podjetje se lahko odlo¢i
tudi za neodvisno raziskavo trga. Ta stane 1 M€, z verjetnostjo 2/3 pa bo pravilno
napovedala uspeh projekta (ne glede na to, ali bi ta uspel ali ne). Kako naj se
podjetje odloci?
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Naloga 3.5. Vir: Izpit OR 24.6.2015

Veliki koncert skupine FiM se bo odvijal v dvorani s 100 neoznacenimi sedeZi.
Prireditelj se lahko odlo¢i, da proda 100, 101, 102 ali 103 karte (povprasevanja
je dovolj). Znane so verjetnosti pg = 0.2, p; = 0.3, p2 =0.4in p3 = 0.1, kjer je p;
verjetnost, da i kupcev kart ne pride na koncert (ne glede na §tevilo prodanih
kart). Vsaka prodana karta prinese 10€ dobicka, vsak obiskovalec, ki ne bo mogel
v dvorano, pa pomeni 30€ stroSkov (ker je Ze placal 10€ za karto, ima torej
organizator 20€ izgube). Koliko kart naj prireditelj proda, da bo pri¢akovani
dobicek ¢im vecji?

Naloga 3.6. Vir: Kolokvij OR 31.5.2012

Rexhep Bajrami bi se rad naslednja §tiri leta ukvarjal s prodajo sadja in zelenjave
(po stirih letih mu potece delovna viza). Rad bi najel parcelo za stojnico, ki bo
stala 6000€. Ce je lokacija dobra, bo imel 12000€ dobicka, ¢e pa je lokacija slaba,
bo imel le 3000€ dobicka. Ocenjuje, da je z verjetnostjo 2/3 lokacija dobra, z
verjetnostjo 1/3 paslaba.

(a) Z odlocitvenim drevesom opiSi njegove moZnosti in ugotovi, kako naj se
odloci ter kak§en dobicek naj pricakuje.

(b) Za nasvet lahko vprasa znanca Seada, ki “ima nos” za tovrstne posle. Sead
mu lahko da nasvet, a zanj zahteva 1200€. Dobro je znano, da ima Sead
naslednje pogojne verjetnosti P(Seadovo mnenje | kakovost parcele):

‘ dobra slaba
priporoca | 2/3 1/2
odsvetuje 1/3 1/2

Ali naj vpra3a Seada za nasvet? KakSen je pricakovani dobicek?

Naloga 3.7. Vir: Izpit OR 15.3.2017

Imas odlocitveno drevo s slike 5, a nisi preprican glede vrednosti p € [0,1/3].
Pricakovano vrednost Zeli§ maksimizirati. Poi$¢i optimalne odlocitve glede na
vrednost p.

Naloga 3.8. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Mudi se ti na izpit, a ravno v trenutku, ko prides na postajo Konzorcij, odpelje
avtobus $tevilka 1. Na prikazovalniku se izpiSe, da bo naslednji avtobus Stevilka 1
prispel ¢ez 10 minut, naslednji avtobus Stevilka 6 ¢ez 6 minut, naslednji avtobus
Stevilka 14 pa €ez 2 minuti.

Avtobusa 1 in 6 ob ugodnih semaforjih potrebujeta 6 minut do postaje pri FE,
pri cemer se lahko ¢as voZnje zaradi rdece luci na semaforju pri FF podaljsa za 1
minuto. Verjetnosti, da bo rdeco lu¢ imel avtobus 1, da bo rdeco lu¢ imel avtobus
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Slika 5: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.7.

6, ter da bosta oba avtobusa imela zeleno luc¢, so enake 1/3 (zaradi majhnega
razmaka se ne more zgoditi, da bi oba avtobusa naletela na rdeco lu¢). Avtobus
Stevilka 1 nadaljuje pot do postaje pri FME za kar potrebuje §e 2 minuti.

Avtobus §tevilka 14 potrebuje 5 minut do postaje pri Studentskih domovih, od
tam pa gres pes do postaje pri FE, za kar potrebujes Se 4 minute. Pri tem preckas
Zeleznico — ¢e mimo pripelje vlak (kar se zgodi z verjetnostjo 0.05), se ¢as hoje
podaljsa za 3 minute. Ko prides$ na postajo pri FE (ne glede na to, ali si priSel z
avtobusom 6 ali 14), te ¢akajo $e 4 minute hoje do FME vendar moras najprej
preckati Trzasko cesto. Ce je na semaforju rdeca lu¢ (kar se zgodi z verjetnostjo
0.9, neodvisno od drugih dogodkov), se lahko odlo¢is, da 2 minuti po¢akas na
zeleno lu¢ in potem nadaljujes$ pes, ali pa da gre$ nazaj do postaje in pocakas na
avtobus Stevilka 1 (ki bo, tako kot prej, vozil §e 2 minuti do FMF).

Kaksne bodo tvoje odlocitve, da bo pri¢akovano trajanje poti do FMF ¢im
krajSe? Narisi odlocitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracunanih
verjetnosti! Glej sliko 6 za shemo moznih poti.

Naloga 3.9. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Dve podjetji bosta predstavili konkuren¢na izdelka. MoZnost ima$ kupiti delnice
prvega podjetja za ceno 10000€ ali delnice drugega podjetja po ceni 5000€,
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Slika 6: Shema moznih poti za nalogo 3.8.

lahko pa se seveda odloc¢i$ tudi, da delnic ne kupis. Ocenjujes, da bo z verjet-
nostjo 0.4 uspelo prvo podjetje, z verjetnostjo 0.1 bo uspelo drugo podjetje, z
verjetnostjo 0.5 pa ne bo uspelo nobeno izmed njiju (ne more se zgoditi, da bi
obe uspeli). Ob uspehu prvega podjetja se bo vrednost njihovih delnic potrojila,
ob uspehu drugega podjetja pa se bo vrednost njihovih delnic popeterila — ¢e
si lasti$ delnice uspesnega podjetja, jih torej lahko prodas, pri cemer bo torej
dobicek enak dvakratniku oziroma Stirikratniku vloZenega zneska. Delnic ne-
uspesnega podjetja ne bo Zelel nihc¢e kupiti, tako da je v tem primeru vlozZeni
znesek izgubljen.

Za mnenje lahko povprasas trznega izvedenca, ki bo po opravljeni raziskavi
povedal, katero od dveh podjetij ima ve¢je moznosti za uspeh. Ce bo uspesno
prvo podjetje, bo to pravilno napovedal z verjetnostjo 0.8, ¢e pa bo uspesno drugo
podjetje, bo to pravilno napovedal z verjetnostjo 0.7. V primeru, ko podjetji ne
bosta uspeli, bo z verjetnostjo 0.4 ve¢je moznosti pripisal prvemu, z verjetnostjo
0.6 pa drugemu podjetju. Za svoje mnenje izvedenec racuna 1000€.

Kaksne bodo tvoje odlocitve, da bo tvoj pricakovani dobicek po odprodaji
delnic ¢im vecji? Narisi odloCitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracu-
nanih verjetnosti. Pricakovani dobicek tudi izracunaj.

Naloga 3.10. Vir: Izpit OR 10.7.2017

Proti racunalniSskemu programu igra$ Texas hold ’em poker. Pravila igre tukaj
niso pomembna. Ker ima$ dostop do kode programa, poznas logiko, po kateri
se ravna. V trenutni igri si vlozil 30 Zetonov, enako tudi nasprotnik. Nasprotnik
z verjetnostjo 0.6 meni, da so odprte karte ugodnejse zate, z verjetnostjo 0.4 pa,
da so ugodnej$e zanj (sam si ne ustvari§ nobenega mnenja). V prvem primeru je
verjetnost, da so dejansko tvoje karte boljSe, enaka 0.8, vdrugem pale 0.1.
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Nasprotnik se bo sedaj odlo¢il, ali naj vloZi §e 10 Zetonov. Sam se lahko nato
odlocis, ali bos vlozil 0, 10 ali 20 Zetonov (skupni vloZek bo torej 30, 40 ali 50 Zeto-
nov). Ce je tvoj vlozek manjsi od nasprotnikovega, je igra izgubljena in izgubis do
sedaj vloZeno. Ce je tvoj vloZek enak nasprotnikovemu, z nasprotnikom pogle-
data karte in tako dolo¢ita zmagovalca. Ce je tvoj vloZek visji od nasprotnikovega,
ima ta moznost odstopiti (tako pridobis nasprotnikov vlozek), ali pa izenaciti,
nakar se zmagovalec doloci na podlagi kart. Ce zmagas, pridobis nasprotnikov
vlozek, Ce izgubis, pa izgubis svojega.

V spodnji tabeli so zbrane verjetnosti dogodkov v odvisnosti od nasprotniko-
vega mnenja glede kart. Verjetnosti navedenih dogodkov pri istem mnenju so
med seboj neodvisne.

dogodek \ nasprotnikovo mnenje ‘ ugodnejse karte zate  za nasprotnika

dejansko imas3 boljse karte 0.8 0.1

nasprotnik vloZi 10 Zetonov po razkritju karte 0.3 0.8
nasprotnik izenaci skupni vlozek 40 Zetonov 0.2 0.7
nasprotnik izenaci skupni vlozek 50 Zetonov 0.1 0.8

Na primer:

Pr[nasprotnik izenaci skupni vlozek 40 Zetonov |
| nasprotnikovo mnenje je “ugodnejse karte zate”] = 0.2.

Kaksne bodo tvoje odlocitve, da bo tvoj pricakovani dobicek po koncu igre
¢im vecji? Narisi odlocCitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracunanih
verjetnosti. Pricakovani dobicek tudi izracunaj.

Naloga 3.11. Vir: Izpit OR 29.8.2017

Dano je odlocitveno drevo s slike 7, pri cemer velja 0 < p < 1/4. Pricakovano vred-
nost Zelimo maksimizirati. Poi§¢i optimalne odlocitve in pricakovano vrednost v
odvisnosti od vrednosti parametra p.

Naloga 3.12. Vir: Kolokvij OR 23.4.2018

Mladi podjetnik je razvil inovativen izdelek in se odloc¢a za nadaljnje korake pri
njegovem trzenju. Naenkrat lahko naroci izdelavo 500 izdelkov po ceni 10000€
ali 1000 izdelkov po ceni 18000<, lahko se pa odlo¢i tudi, da izdelave ne naroci.
Podjetnik ocenjuje, da je izdelek trzno zanimiv z verjetnostjo 0.8. Odloca se, ali
naj posamezen izdelek prodaja po ceni 50€ ali 60€, pri cemer so v spodnji tabeli
zbrana pricakovana Stevila prodanih kosov v odvisnosti od teh pogojev.

‘ cena 50€ cena 60€
trzno zanimiv 650 550
trzno nezanimiv 250 100

Predpostavi, da se bodo prodali vsi izdelani kosi, Ce je Stevilo teh manjse od
pricakovane prodaje pri danih pogojih.
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Slika 7: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.11.

(a) Kako naj se podjetnik odlo¢i, da bo pricakovani zasluZzek ¢im vecji? Narisi
odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev.

(b) Vzadnjem trenutku je podjetnik izvedel, da bo Podjetniski pospeSevalnik ob-
javil razpis za nagrado za najboljsi izdelek. Razpisni pogoji zahtevajo, da se za
potrebo kontrole kvalitete izdela vsaj 1 000 izdelkov, od katerih komisija izbere
20 za dejansko kontrolo, z ostalimi pa lahko prijavitelj prosto razpolaga. Ce
podjetnik zmaga, bo dobil nagrado v visini k, pri cemer k € [1000€,5000<]
Se ni znan, poleg tega pa si obeta tudi 20% povecanje pricakovanega Stevila
prodanih kosov (v vseh zgoraj omenjenih pogojih). Ce ne zmaga, se pri¢ako-
vanja ne spremenijo. Podjetnik ocenjuje, da je verjetnost zmage enaka 0.6, ¢e
je izdelek trzno zanimiv, in 0.1, ¢e izdelek ni trzno zanimiv.

Naj se podjetnik prijavi na razpis? Narisi odlo¢itveno drevo in odlocitve
sprejmi v odvisnosti od parametra k!

Naloga 3.13. Vir: Izpit OR 11.6.2018

Podajamo se na pot v mesto na drugi strani gorovja. Lahko se odlo¢imo za pot
po cesti okoli gorovja, za kar bomo porabili 12 ur. Vendar pa nas najkrajsa pot
vodi ez prelaz, ki je eno uro stran od zacetne lokacije. Zal pa so razmere v gorah
nepredvidljive: ocenjujemo, da bo z verjetnostjo 0.2 prelaz ¢ist in ga bomo lahko
prevozili v 5 urah, z verjetnostjo 0.1 bo delno zasneZen in ga bomo prevozili v 9
urah, z verjetnostjo 0.7 pa bo neprevozen, zaradi Cesar se bomo morali vrniti na
zacetek in iti okoli gorovja (skupno trajanje poti bo v tem primeru torej 14 ur).
Edini, ki nam lahko kakorkoli pomaga pri oceni vremenskih razmer na pre-
lazu, je lokalni vra¢, ki pa Zivi v dolini pod goro in ne uporablja sodobne teh-
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Slika 8: Shema moznih poti za nalogo 3.13.

nologije, s katero bi ga lahko kontaktirali. Rade volje pa nam bo povedal, ali na
gori vlada mir, Ce se na poti do prelaza ustavimo pri njem. Pogojne verjetnosti
njegovega odgovora v odvisnosti od razmer na prelazu so podane v spodnji tabeli.

P (vratev odgovor | razmere na prelazu) ‘ Cist delnozasneZen neprevozen

na gori vlada mir 0.9 0.5 0.1
na gori divja vojna 0.1 0.5 0.9

Do vra¢a imamo eno uro voZnje, do prelaza pa potem $e eno uro. Ce se po obisku
vraca odlo¢imo za pot okoli gorovja, bomo za nadaljnjo pot porabili 12 ur.

Kako se bomo odlo¢ili? Narisi odlo¢itveno drevo in ga uporabi pri sprejema-
nju odlocitev. Izracunaj tudi pricakovano trajanje poti. Glej sliko 8 za shemo
moznih poti.

Naloga 3.14. Vir: Izpit OR 28.8.2018

Dano je odlocitveno drevo s slike 9, pri ¢emer velja 0 < p < 1. Pricakovano vred-
nost Zelimo maksimizirati. Poi§¢i optimalne odlocitve in pri¢akovano vrednost v
odvisnosti od vrednosti parametra p.

Naloga 3.15. Vir: Kolokvij OR 26.1.2010

V ugledni banki nameravajo okrepiti upravni odbor z direktorjem za informacij-
ske tehnologije. Za svetovanje in pridobivanje kandidatov za to mesto so prosili
znano agencijo za kadrovsko svetovanje Kadria d.o.o. Ti so jim priporoc¢ili pro-
dornega g. Miho Ajkalaja. Po intervjuju z g. Ajkalajem je direktor ocenil, da bo
g. Ajkalaj z verjetnostjo p = 3/5 v enem letu uspesen pri svojem delu. Ce bo
uspesen, bo banka dodatno prisluzila 2100000<, sicer pa bo pridelala dodatno
izgubo 800000€ (izobrazZevanje, vpeljava, odpravnina, ...).
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Slika 9: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.14.

(a) Modeliraj problem v okviru teorije odlocanja (stanja, odlocitve). Kak$no

(b)

(©

odlocitev svetujes direktorju glede na pricakovni dobicek? Kako je odlocitev
odvisna od verjetnosti p? Narisi graf, ki prikazuje optimalni pricakovani
dobicek v odvisnosti od p.

Za dodatnih 80000€ lahko agencija z g. Ajkalajem opravi dodatne inteli-
gencne in psiholoske teste, s katerimi lahko ugotovi, ali bo g. Ajkalaj uspesen.
Statisti¢ni povzetek uspesnosti metode v preteklosti je naslednji:

P(izid testa | posl. rezultat) Izid testa
Poslovni rezultat pozitiven negativen
uspesen 7/8 1/8
neuspesen 1/4 3/4

Izracunaj EVPI in EVE ter komentiraj, ali je smiselno izvesti dodatna testira-

Narisi drevo odlocitev in ugotovi, ali naj direktor izvede testiranje in ce ga,
kako naj se odloci glede zaposlitve g. Ajkalaja.
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Naloga 3.16. Vir: Izpit OR 28.6.2010

Na naftni plos¢adi podjetja BP je prislo do nekontroliranih izpustov nafte iz vr-
tine v zalivu. Po vseh mogocih podvigih, da bi zamasili vrtino, se je obupano
vodstvo podjetja pod pritiski predsednika bliznje drzave zacelo dobivati z ru-
skimi strokovnjaki za maSenje vrtin s pomocjo jedrskih eksplozij pod vodstvom
prof. dr. Mikhaila Razturovica Totalkova. Vodstvo BP ocenjuje, da bo ekipa dr. To-
talkova z verjetnostjo p = 3/7 uspe$no zamasila vrtino. Tako bo podjetje imelo
sicer samo 2.8 milijarde $ dobicka, sicer pa bi zaradi upada dobicka in povzrocene
Skode utrpeli izgubo 700 milijonov $.

(a) Modeliraj problem v okviru teorije odlocanja (stanja, odlocitve). Kaksno
odlocitev svetuje$ vodstvu BP? Kako je odlocitev odvisna od verjetnosti p?
Narisi graf, ki prikazuje optimalni pricakovani dobicek v odvisnosti od p.

(b) Za dodatnih 90000 $ lahko podjetje BP naroci $tudijo pri kitajskem ljudskem
inStitutu za naftne vrtine iz mesta Lanzhou, ki ocenjuje uspesnost rizicnih
projektov, in bi ocenilo, ali bo ekipa dr. Totalkova uspe$na. Statisticni povzetek
uspes$nosti raziskav instituta v preteklosti je naslednji:

P(rez.raziskave | rez. projekta) | Rezultat raziskave in§tituta

Rezultat projekta pozitiven negativen
uspesen 7/9 2/9
neuspesen 1/3 2/3

Izracunaj EVPI in EVE ter komentiraj, ali je smiselno izvesti dodatno raziska-
vo.

(c) Narisi drevo odlocitev in ugotovi, ali naj podjetje naroci raziskavo in Ce jo,
kako naj se odloci glede masenja vrtine.

Naloga 3.17. Vir: Izpit OR 15.9.2010

Letalska druzba namerava nabaviti Ze rabljeno letalo, ki stane 170000€. Oce-
njujejo, da bodo z njim imeli, ¢e je odlicno ohranjeno, 1000000€ dobicka, ce je
zadovoljivo ohranjeno, 340000€ dobicka, in Ce je slabo ohranjeno, le 10000€
dobicka. Verjetnosti, da je letalo odli¢no, zadovoljivo ali slabo ohranjeno, so
zaporedoma 0.2, 0.3 in 0.5.

(a) Modeliraj problem v okviru teorije odlocanja (stanja, odlocitve). Kaksno
odlocitev svetujes vodstvu druzbe?

(b) Druzba lahko naroci oceno letala pri izvedenski firmi, ki zahteva za svoje
porocilo 10000€. Vodstvo druzbe takole ocenjuje pogojne verjetnosti:

P(rezultat porocila | kakovost letala) ‘ odlicno zadovoljivo slabo
ugodno 0.9 0.6 0.1
neugodno 0.1 0.4 0.9
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Kako naj se vodstvo druzbe odloci?

Naloga 3.18. Vir: Kolokvij OR 24.1.2011

Student tretjega letnika finan¢ne matematike se mora odlo¢iti, ali bi nadaljeval
studij na drugi stopnji. Ocenjuje, da bo, ¢e studij uspesno zakljuci, v zZivljenju
zasluzil 200000€ veg, kot ¢e $tudij zaklju&i ze po prvi stopnji. Ce pa $tudija ne
zakljuci uspesno, bo imel zaradi stroskov Studija in izgubljenega dohodka 40 000€
izgube. Verjetnost, da bo §tudij na drugi stopnji uspesno zakljucil, je 80%.

(a) Modeliraj problem v okviru teorije odlocanja (stanja, odlocitve). Kak$no
odlocitev svetujes Studentu?

(b) Matemati¢ni oddelek ponuja dodatno testiranje, ki Studentom pomaga pri
odlocitvi, ali naj nadaljujejo $tudij. Test stane 500 evrov, iz izkuSenj kolegov
pa Student ocenjuje, da so pogojne verjetnosti naslednje:

P(rezultat testa | uspesnost Studija) ‘ uspeSen neuspeSen
pozitiven 19/20 1/10
negativen 1/20 9/10

Ali naj se Student prijavi na dodatno testiranje?

Naloga 3.19. Vir: Izpit OR 9.2.2011

Direktorica banke se mora odlociti, ali bi stranki, racunalniskemu podjetju, odo-
brila posojilo v vrednosti 100000€. Po izku$njah banke so racunalniska podjetja
neuspesna z verjetnostjo 20%, povprecno uspesna z verjetnostjo 50% in uspe$na
z verjetnostjo 30%. Ce damo podjetju kredit in se izkaZe za neuspesno, bomo
imeli v povprecju za 15000€ izgube, Ce je povprecno upesno, bomo imeli 10000€
dobicka, ¢e pa je uspesno, bomo imeli 20000€ dobicka.

(a) Modeliraj problem v okviru teorije odlo¢anja (stanja, odlocitve). Kak$no
odlocitev svetujes direktorici banke? KolikSen je EVPI?

(b) Za ceno 5000€ lahko najamemo podjetje, ki natanéno preuci racunalnisko
podjetje in poda svojo oceno: negativno, nevtralno ali pozitivno. Po podatkih
banke so pogojne verjetnosti P(rezultat testa | uspesnost podjetja) naslednje:

neuspeSno povprecno uspeSno uspesno

negativno 1/2 2/5 1/5
nevtralno 2/5 1/2 2/5
pozitivho 1/10 1/10 2/5

Izracunaj EVE in narisi odlocitveno drevo. Kak$no odlocitev svetujes direkto-
rici banke?
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Naloga 3.20. Vir: [4, Naloga 6.9]

Janez Zeli naloZiti vsoto 1000€ v banko za dobo petih let. Odlo¢a se med tem, da
bi jo vezal za pet let (obrestna mera 5%) ali pa petkrat zaporedoma po eno leto
(obrestna mera 4%). Ce denar veZe za pet let, vimes pa varcevanje prekine, mu
pripada le obrestna mera 3%. Ocenjuje, da lahko v naslednjih petih letih pride do
naslednjih situacij:

¢ varceval bo pet let, pri tem se obrestna mera ne spremeni,

varceval bo pet let, obrestna mera se po treh letih poveca za 30%,

varceval bo pet let, obrestna mera se po treh letih zmanj$a za 20%,
¢ varceval bo trileta.

Opisi, kako naj se odlo¢i glede na posamezne kriterije (optimist, pesimist, Laplace,
Savage). Doloci vrednosti parametera a, pri katerih je po Hurwiczevem kriteriju
moznih ve¢ enakovrednih odlocitev.

Naloga 3.21. Vir: Kolokvij OR 17.4.2014

Na letalu je 100 sedeZev. Dane so naslednje verjetnosti za Stevilo potnikov, ki ne
pridejo na vkrcanje, pri Cemer je P(i) verjetnost, da natanko i potnikov ne pride
na vkrcanje:

P0)=0.25, P(1)=0.5, P(2)=0.25.

(a) Koliko letalskih kart naj proda letalska druZba, ¢e vsaka prodana karta prinese
100€ dobicka, vsak nezadovoljen potnik, ki ne dobi sedezZa, pa 200€ izgube?

(b) Za 200<€ lahko izvedemo predhodno analizo, ki nam napove $tevilo potnikov,
ki jih ne bo na vkrcanju. Zanesljivost analize je podana z verjetnostmi

07 01 0
(Pij); o= |02 08 0.1,
0.1 0.1 09

kjer je p;; verjetnost, da analiza napove odpoved i potnikov v primeru, ko
imamo dejansko j odpovedi. Ali naj letalska druzba izvede analizo pred
prodajo kart?

Naloga 3.22. Vir: Izpit OR 14.6.2013

Fenko, brat $krata Bolfenka, je najboljsi alkimist, kar jih je druZina imela. PreZivlja
se z izdelovanjem zlata iz granodiorita®. Postopek izdelave zlata je naslednji:
ob 23:00 mora nastaviti sveZe izkopan granodiorit (1 kg sveZega granodiorita

2Granodiorit je zelo razgirjena magmatska kamnina na Pohorju, znana tudi kot pohorski tonalit.
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je vreden 2 gulda®) na to¢no dolo¢eno mesto pod milo nebo®. Ce nastavljene
kamnine noben skrat, srna ali ¢lovek ne vidi, se le-ta v dveh urah spremeni v
zlato (za 1 kg granodiorita dobi 10 g zlata). Verjetnost, da se to zgodi (tj., da
nastane zlato), je 2/5. To zlato lahko proda skratu zlatarju za gulde (in to je edini
moZni nacin porabe zlata). Za 10 g zlata dobi 4 gulde. Granodiorit, ki je enkrat
Ze bil nastavljen, se ne bo nikoli ve¢ spremenil v zlato. Fenko lahko kilogram
“porabljenega” granodiorita proda za 1 guld.

Predpostavimo, da Fenko zapravlja denar le za izdelavo zlata iz granodiorita,
da zmeraj nastavi celostevilsko mnogo kilogramov granodiorita in ima zmeraj
celostevilsko mnogo guldov (npr. s tremi guldi lahko kupi najvec 1 kg granodiorita,
en guld mu ostane).

Trenutno ima Fenko 5 guldov, ni¢ zlata in ni¢ granodiorita. Koliko kilogramov
granodiorita naj v naslednjih dveh noceh nastavi pod milo nebo, da bo imel kar
najvecje pricakovano Stevilo guldov? V odgovoru napisi, koliko granodiorita naj
nastavi prvo noc in koliko drugo no¢. Odgovor bo odvisen od tega, ali se mu
ponoci granodiorit spremeni v zlato ali ne.

Naloga 3.23. Vir: [1, Naloga 4.3]

Ljubo prodaja ¢asopise po centru Ljubljane. Vsak dan se mora odlo¢iti, koliko
casopisov naj naroci. Za vsak narocen €asopis placa 0.8€, za vsak prodan ¢asopis
pa iztrzi 1€. Za neprodane ¢asopise ne dobi povrnjenega denarja. Vsak dan
je verjetnost, da bo imel i kupcev, enaka p;, kjer je ps = 0.1, p7 = 0.2, pg = 0.3,
p9=0.31in p1p=0.1.

(a) Kaksno odlocitev svetujes Ljubu in zaka;j?

(b) Koliksen zasluzek lahko pric¢akuje v mesecu, ko ¢asopis izide petindvajsetkrat?

Naloga 3.24. Vir: Izpit OR 24.6.2014

Tovarna od dobavitelja dobi paket 10 komponent A. Tovarna sestavlja izdelke B,
kjer gre v vsak izdelek B natanko ena komponenta A. Dane so verjetnosti

pi = P(med 10 komponentami A je natanko i pokvarjenih),

kjer je p1 = 0.7, p2 = 0.2 in p3 = 0.1. Stroski pregleda posamezne komponente
so 45€. Stroski popravila izdelka B zaradi vgrajene okvarjene komponente A so
enaki 350€.

(a) Denimo, da ima tovarna na izbiro samo dve moznosti. Prva je, da pregleda
vseh 10 dobavljenih izdelkov. Druga moznost pa je, da ne pregleda nobenega
dobavljenega izdelka. Katera odlocitev tovarni povzroc¢i manj stroSkov?

3Guld je denarna enota, ki jo uporabljajo pohorski skratje.
4Kam je treba nastaviti granodiorit, je odvisno tudi od poloZaja planetov.
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(b) Najima sedaj tovarna na voljo drugacni izbiri. Prva je, da naklju¢no izbere
eno izmed 10 komponent A, jo pregleda in po potrebi zamenja, ter gre nato
direktno v proizvajanje izdelkov B. Druga moZnost pa je, da pregleda vseh 10
izdelkov. Katera odlocitev tovarni povzroc¢i manj stroskov?

Naloga 3.25. Vir: Izpit OR 25.8.2014

V skatli so §tirje ponarejeni kovanci, vredni 0€, in en zlat kovanec, vreden 100€.
Na slepo lahko izberes po en kovanec, pri ¢emer mora$ za vsako izbiranje placati
30€. Doloci pricakovani profit, ki ga dosezes pri igranju te igre.

Naloga 3.26. Vir: Izpit OR 12.5.2016

Smo v letu 2500 in turisti¢ne rakete Ze potujejo na Luno. LunaAirways oglasuje
let, na katerem je lahko 100 potnikov. LunaAirways racuna, da bodo vsa mesta
zasedena. Z leti izkuSenj vedo, da nekatere potnike zagrabi strah in tako ne
pridejo na potovanje. Ocenjujejo, da je verjetnost p;, da natanko i potnikov
(0 = i =5) ne pride na potovanje, naslednje:

i ‘od0d03 od4do5
pi| 02 0.1

S prodajo karte ima druzba 300 denot dobicka. Za vsakega potnika, ki bo
moral menjati let, ima LunaAirways 400 denot stroskov. Koliko kart naj proda
LunaAirways, ¢e Zeli maksimizirati pricakovani dobicek?

Naloga 3.27. Vir: Izpit OR 24.5.2016

Kavarna madpja je razvila recept za novo torto. Slas¢icarna sladkeoperacijske-
raziskave je za eksluzivno pravico do recepta pripravljena placati 15002€. Ce
se kavarna magja odloc¢i za samostojno prodajo torte, jih zacetni vlozek stane
10000<€, za vsako prodano torto pa zasluzijo 25€. Po njihovi presoji je verjetnost
uspeha recepture (prodajo 100000 tort) enaka 0.4, verjetnost propada (prodali bi
zgolj 10000 tort) pa 0.6. Kavarna se lahko odloci, da zaprosi za pomo¢ tudi pod-
jetje, ki na osnovi degustacij torte sestavi mnenje o uspehu recepta. Svetovanje
jih stane 35000€, natan¢nost svetovanja pa opisuje spodnja tabela.

P(mnenje svetovalca | uspeh recepta) ‘ Receptuspe Receptne uspe
Ugodno 3
Neugodno

NN
N =N |

Kako naj se kavarna magpja odloci? Zakaj?
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Naloga 3.28. Vir: Izpit OR 24.5.2016
Organizatorji olimpijskih iger so zgradili dvorano za judo, ki sprejme 1000 ljudi.
Popularnost juda je na vrhuncu, zato organizatorji pricakujejo, da bodo vse
karte zakupljene. Zaradi straha pred virusom zika so analitikiza0<i <5 (i € Z2)
izraCunali verjetnosti p;, da se natanko i izmed imetnikov kart ne pojavi na
prireditvi. Verjetnosti so zbrane v spodnji tabeli.

il o 1 2 3 4 5
pi | 001 019 03 04 005 0.05

S prodajo vstopnice imajo organizatorji 1000 denot dobicka. Za vsakega
obiskovalca, ki bo ostal brez sedeZa in bo moral v VIP sekcijo dvorane, imajo 1400
denot stroskov. Koliko kart naj organizatorji olimpijskih iger prodajo, e Zelijo
maksimizirati pricakovani dobicek?

Naloga 3.29. Vir: Kolokvij OR 19.4.2019

V manjSem podjetju so razvili nov okus sadnega soka. Proizvedli so ga Ze 100000
litrov, ko so prejeli ponudbo multinacionalke, da odkupijo vso razpoloZzljivo
koli¢ino po ceni 1€ na liter. Ce se ne odlotijo za odprodajo, bodo sok sami
pakirali in ponudili na trgu po ceni 3€ na liter. Zagon pakiranja stane 1000€,
pakiranje enega litra soka pa 0.5€. V podjetju ocenjujejo, da bo z verjetnostjo 0.7
produkt uspeden in ga bodo vsega prodali, z verjetnostjo 0.3 pa bo neuspesen in
ga bodo prodali le 10000 litrov.

Pri podjetju imajo na voljo ravno dovolj ¢asa, da pred odlocitvijo pakirajo
in na regionalnem trgu ponudijo 1000 litrov soka po akcijski ceni 2.5€ na liter.
Ocenjujejo, da bi v primeru uspeha produkta z verjetnostjo 0.8 tudi akcija uspela
in bi tako razprodali akcijske zaloge, v primeru neuspeha produkta pa bi se
to zgodilo le z verjetnostjo 0.1. Ce akcija ne bi uspela, bi prodali le 100 litrov
soka. Ce se po akcijski ponudbi odlo&ijo za samostojno prodajo, bodo seveda
morali e enkrat placati stroSke zagona pakiranja, v nasprotnem primeru pa bo
multinacionalka odkupila preostalih 99000 litrov §e nepakiranega soka.
Opomba: koli¢ina, prodana v akcijski ponudbi, je vklju¢ena v kon¢no prodano kolicino.
Ce torej v akciji prodajo vseh 1000 litrov soka po ceni 2.5€ na liter, ga bodo v primeru
neuspeha produkta v redni prodaji prodali le Se 9000 litrov po ceni 3€ na liter, v primeru
uspeha pa Se 99000 litrov.

Kako naj se pri podjetju odlocijo, da bo pricakovani zasluzek ¢im vecji? Narisi
odloc¢itveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev.

Naloga 3.30. Vir: Izpit OR 3.6.2019

Podjetje je od konkurenta v finan¢nih teZzavah odkupilo tovarno ¢okolade, ki Ze
nekaj ¢asa ni bila v uporabi. Ker Ze prejemajo nova narocila, Zelijo v naslednjih 8
tednih proizvesti ¢im vecjo koli¢ino ¢okolade. Ocenjujejo, da so z verjetnostjo
0.4 stroji v dobrem stanju in lahko proizvedejo 10000 kg ¢okolade na teden, z
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Slika 10: Odlocitveno drevo za nalogo 3.31.

verjetnostjo 0.6 pa so v slabem stanju in lahko proizvedejo le 1000 kg ¢okolade
na teden.

Odlocijo se lahko, da pred zagonom proizvodnje na strojih izvedejo servis.
Izvedba servisa lahko poteka gladko in kon¢a v enem tednu, ali pa se pojavijo
tezave in tako servis traja tri tedne (za proizvodnjo tako ostane le Se 7 oziroma
5 tednov). Ce so stroji v dobrem stanju, bo servis z verjetnostjo 0.9 potekal
gladko, z verjetnostjo 0.1 pa se bodo pojavile tezave — v obeh primerih pa bodo
stroji po servisu ostali v dobrem stanju. Ce so stroji v slabem stanju, bo servis z
verjetnostjo 0.2 potekal gladko in jih tedaj z verjetnostjo 0.7 spravil v dobro stanje,
z verjetnostjo 0.8 pa se bodo pojavile teZave — tedaj je verjetnost, da bodo stroji po
servisu v dobrem stanju, enaka 0.5. Po zagonu proizvodnje te zaradi previsokih
stroSkov ni mogoce predcasno prekiniti; stroski servisa pa niso pomembni, saj ga
bodo morali izvesti kasneje, ¢e se zanj ne odlocijo takoj.

Kako naj se v podjetju odloc¢ijo? Narisi odloc¢itveno drevo in ga uporabi pri
sprejemanju odlocitev. Izracunaj tudi pricakovano koli¢ino proizvedene ¢oko-
lade.

Naloga 3.31. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Dano je odlocitveno drevo s slike 10, pri cemer velja 0 < p < 1/2. Pricakovano
vrednost Zelimo minimizirati. Poi§¢i optimalne odlo¢itve in pri¢akovano vrednost
v odvisnosti od vrednosti parametra p.
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Naloga 3.32. Vir: Izpit OR 4.6.2020

Na trajektu stoji 200 avtomobilov, vozovnica pa stane 35€. Pri druzbi, ki upravlja
trajekt, se lahko odlocijo prodati 200, 201, 202 ali 203 vozovnice. Naj bo p; verjet-
nost, da i avtomobilov z vozovnicami ne pride do trajekta (tj., po je verjetnost, da
vsi pridejo):
ilo 1 2 3
pi |03 04 02 0.1

Z vsakim avtomobilom, ki pride do trajekta in se ne more vkrcati, ima druzba
60<€ stroskov (skupaj torej 25€ izgube).

(a) Koliko vozovnic naj proda druzba, da bo imela ¢im vecji dobicek?

(b) Na trajektu je na voljo $e eno mesto, ki pa ni najbolj varno® — avtomobil, ki se
pelje na njem, bo z verjetnostjo 0.001 (neodvisno od ostalih dejavnikov) med
potjo padel v morje. V tem primeru ima druzba dodatnih 40 000€ stroskov.
Ali se druzbi izplaca uporabiti to mesto? Koliko vozovnic naj tedaj proda?

Naloga 3.33. Vir: Izpit OR 25.8.2020

Janez je podedoval zemljo, na kateri si Zeli zgraditi hiSo. Ve, da mora pred zacet-
kom gradnje pridobiti gradbeno dovoljenje, zaradi nerazumljivih birokratskih
postopkov in nejasne razmejitve parcel pa ne ve, ali morda potrebuje tudi soglasja
sosedov. Lahko se odloci, da takoj zaprosi za gradbeno dovoljenje — ocenjuje, da
bo z verjetnostjo 1/2 vloga uspesna in bo po 30 dneh lahko zacel graditi, sicer
pa mu bodo vlogo zavrnili in bo moral pridobiti soglasja, kar bo celoten posto-
pek podaljsalo na 55 dni. Lahko pa pred vloZitvijo pro3nje pridobi soglasja vseh
sosedov - v tem primeru bo celoten postopek trajal 45 dni.

Janez pozna tudi odvetnika Bineta, ki lahko pred sprozitvijo postopkov preuci
situacijo, za kar potrebuje 7 dni. Spodaj so zbrane pogojne verjetnosti za Binetovo
mnenje glede na to, ali so soglasja potrebna.

P(Binetovo mnenje | potreba po soglasjih) ‘ so potrebna niso potrebna

ugodno

WIN Wl
L L [O8)

neugodno

Kako naj se Janez odloc¢i, da bo pricakovani ¢as do zacetka gradnje hise ¢im
krajsi? Nari$i odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev. Izracu-
naj tudi pri¢akovani ¢as.

5Seveda bo to mesto ostalo prazno, &e bo to mogoge.

52



Naloga 3.34. Vir: Kolokvij OR 12.4.2021

Janez si je ravnokar odgovoril na vprasanje iz naloge 3.33, ko je ugotovil, da so
uradi zaradi epidemioloske situacije zaprti in da postopka ne bo mogel zaceti v
naslednjih ¢ dneh, kjer je ¢ € [7,15] (vrednost ¢ bo znana v kratkem). Na sreco
lahko Janez v tem Casu $e vedno pridobi soglasja sosedov, za kar potrebuje 15 dni,
prav tako lahko mu lahko pomaga Bine, ki za izdelavo svojega mnenja $e vedno
potrebuje 7 dni. Po izteku ¢ dni bo lahko Janez sprozil postopek (seveda bo pred
tem pocakal na Binetovo mnenje oziroma soglasja sosedov, ¢e se za to odloc¢i), ki
bo trajal 55 dni, Ce se izkaZe, da so soglasja potrebna in jih pred tem $e ni pridobil,
oziroma 30 dni sicer. Vse verjetnosti ostajajo nespremenjene.

Narisi odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev v odvisnosti
od vrednosti parametra .

Naloga 3.35. Vir: Kolokvij OR 2.6.2022

Podjetnik se odlo¢a, ali naj zatne z novim projektom. Ce se zanj odlo¢i, bo moral
vloziti 20000€. Podjetnik ocenjuje, da bo projekt z verjetnostjo 0.4 uspeSen
in mu bo prinesel 50000€ zasluzka (kon¢ni dobicek bo tedaj torej 30000€), z
verjetnostjo 0.6 pa projekt ne bo uspesen in mu bo prinesel le 10000€ zasluzka
(v tem primeru bo torej na koncu imel 10000€ izgube).

Podjetnik lahko za pomoc prosi vlagatelja, ki za svoje mnenje pricakuje placilo
1000€ in moZnost partnerstva pri projektu. Vlagatelj se lahko odloci odstopiti
od sodelovanja (tedaj podjetniku vrne placanih 1000€), lahko pa si vzame cas,
da preuci ponudbo, in bodisi podjetniku odsvetuje, da bi se lotil projekta, ali pa
sprejme partnerstvo, kar pomeni, da bo vlagatelj sam pokril 10% zacetnega vlozka,
povrnjen pa mu bo prav taksen deleZ zasluzka od projekta (v slednjem primeru
je podjetnik zavezan k temu, da zacne s projektom). Z analizo predhodnih dejanj
vlagatelja je podjetnik izracunal sledece pogojne verjetnosti:

P(vlagateljeva odlocitev | uspeh projekta) ‘ uspeSen neuspesen

partnerstvo 0.6 0.1
odstop 0.3 0.4
odsvetuje 0.1 0.5

Kako naj podjetnik ravna, da bo njegov pri¢akovani kon¢ni dobicek ¢im vecji?
Narisi odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev. Izracunaj tudi
pric¢akovani dobicek.

Naloga 3.36. Vir: Kolokvij OR 17.4.2023

JoZe je ravnokar dobil sluzbo v mestu in nacrtuje, po kateri poti se bo vsako
jutro peljal od doma do sluzbe. Lahko se odlo¢i za pot po avtocesti: od doma
do avtocestnega prikljucka potrebuje 5 minut, trajanje poti po avtocesti pa je
odvisno od gnece. Statisticni podatki kaZejo, da se z verjetnostjo 0.6 na avtocesti
pojavi zastoj in tedaj traja pot od prikljucka do mesta 30 minut; z verjetnostjo 0.4
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pa zastoja ni in pot po avtocesti traja 10 minut (skupno trajanje poti je torej 35 ali
15 minut).

Lahko se pa JoZe zapelje na vrh hriba, do koder ima 5 minut, in od tam
oceni gostoto prometa na avtocesti. Izkusnje kazejo, da veljajo sledece pogojne
verjetnosti P(gostota prometa | zastoj na avtocesti):

‘ zastoj nizastoja
gost promet 0.9 0.4
redek promet 0.1 0.6

JoZe se potem lahko odlo¢i, ali bo pot nadaljeval po avtocesti (do prikljucka
potrebuje Se dodatnih 5 minut — skupaj bo torej potreboval 40 ali 20 minut), ali pa
bo pot nadaljeval po lokalni cesti, po kateri do mesta potrebuje 23 minut (skupaj
torej 28 minut).

(a) Kako naj se Joze odloci, da bo pricakovano trajanje poti ¢im krajse? Narisi
odlocitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracunanih verjetnosti ter
izraCunaj pricakovano trajanje poti.

(b) JoZe Zeli minimizirati tudi trajanje popoldanske poti nazaj domov iz sluZbe,
pri ¢emer bo uposteval tudi to, da se bodo v naslednjem mesecu v popol-
danskem Casu na avtocesti izvajala vzdrzevalna dela. Tudi sedaj se lahko
odloci za pot lokalni cesti, po kateri celotna pot traja 28 minut, ali pa za pot
po avtocesti, pri cemer je njeno trajanje odvisno od gnece. V ¢asu vracanja
je verjetnost, da se pojavi zastoj, enaka 0.4 — tedaj celotna pot po avtocesti
od mesta do doma traja 35 + 2a minut; z verjetnostjo 0.6 pa zastoja ni in pot
traja 15 + a minut. Tukaj je a € [0, 10] parameter, ki se vsak dan spreminja v
odvisnosti od obsega del. V primeru, ko se je JoZe zjutraj pripeljal po avto-
cesti, pa lahko bolje oceni verjetnost zastoja na poti domov, saj pozna tudi
pogojne verjetnosti P(zastoj zjutraj | zastoj popoldne) (te so neodvisne od
gostote prometa, kot jo lahko JoZe zjutraj oceni z vrha hriba):

‘ zastoj popoldne ni zastoja popoldne
zastoj zjutraj 0.8 0.3
ni zastoja zjutraj 0.2 0.7

Narisi odlocitveno drevo ter dolo¢i optimalne odlocitve in pricakovano traja-
nje poti v odvisnosti od parametra a.

Naloga 3.37. Vir: Izpit OR 18.6.2021

Vasc¢ani Gornjih Dol Ze nestrpno ¢akajo na cepljenje proti COVID-19, zato so se
odlocili stvari vzeti v svoje roke. Vzpostavili so kontakt s trgovcem, ki se ukvarja z
maloprodajo cepiv na sivem trgu, in dobili ponudbo za nakup steklenicke cepiva
po ceni 250€, pri cemer je v vsaki steklenicki dovolj cepiva za 4 ljudi.
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Vvasi zivi 122 ljudi, vendar je zelo verjetno, da se nekateri ne bodo prisli cepit,
prav tako pa je mozno, da bodo nekateri prisli na vrsto za cepljenje drugje, ze
preden bo cepivo dobavljeno (in se tako ne bodo prisli ponovno cepit). Tako se
odloc¢ajo med nabavo 29, 30 ali 31 steklenick cepiva. Pri tem so ocenili verjetnosti
pi, da se natanko i ljudi ne odloci za cepljenje (in tudi drugje niso prisli na vrsto),
in verjetnosti g;, da natanko i ljudi cepivo dobi drugje:

ilo 1 2 3
pi |03 04 02 0.1
gi | 0.1 03 04 0.2

Verjetnosti p; in g; so med seboj neodvisne. Racunajo, da bodo imeli z vsakim
va$canom, ki ne bo cepljen (bodisi zato, ker ne bo prisel na cepljenje, ali pa zato,
ker bo zanj zmanjkalo cepiva), dodatnih 1000€ stroskowv.

Zanima nas torej, koliko steklenick naj narocijo, da bodo pri¢akovani skupni
stroski ¢im manjsi.
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1.4 Dinamicno programiranje

Naloga 4.1. Vir: Izpit OR 15.9.2010

Na avtocestni odsek dolZine M kilometrov Zelimo postaviti oglasne plakate. Do-
voljene lokacije plakatov doloc¢a urad za oglasevanje in so predstavljene s Stevili
X1, X2,...Xn, kjer x; (1 < i < n) predstavlja oddaljenost od zacetka odseka v kilo-
metrih. Profitabilnost oglasa na lokaciji x; dolo¢a vrednost v; (1 <i < n). Urad
za oglaSevanje podaja tudi omejitev, da mora biti razdalja med oglasi vsaj d
kilometrov. Oglase Zelimo postaviti tako, da bodo ¢im bolj profitabilni.

(a) Napisirekurzivne enacbe za opisani problem.

(b) Resi problem za parametre M =20, d =5, n =8, (x; :l:l = (1,2,8,10,12,
14,17,20) in (v; ;’:1 =(8,8,12,10,7,5,6,10).

(c) Napisi algoritem, ki poi$ce najbolj profitabilno postavitev oglasov za dane
parametre. Kak3na je njegova ¢asovna zahtevnost?

Naloga 4.2. Vir: Vaje OR 6.4.2016

Imamo nahrbtnik nosilnosti M kilogramov. Danih je n objektov z vrednostmi
v; in tezami ¢; (1 < i < n). Problem nahrbtnika sprasuje po izbiri predmetov
I<{1,2,...,n}, ki maksimizira njihovo skupno vrednost pri omejitvi ) ;c; t; < M.

(a) Napisirekurzivne enacbe za opisani problem.
(b) Zuporabo rekurzivnih enacb resi problem za parametre M =8, n =8,

(l/,-)?:1 =(99,8,11,10,15,3,12) in
()", = 3,5,1,4,3,8,2,7).

Naloga 4.3. Vir: Vaje OR 6.4.2016
Dana je matrika A = (a; ])lmjz 1 Poiskati Zelimo pot minimalne vsote, ki se zacne
v levem zgornjem kotu (pri a;;) in konc¢a v desnem spodnjem kotu (pri a;,p).
Dovoljeni so zgolj premiki v desno in navzdol.

(a) Napisi rekurzivne enacbe za opisani problem.

(b) Resi problem za matriko

131 673 234 103 18
201 96 342 965 150
A=|630 803 746 422 111].
537 699 497 121 956
805 732 524 37 332

(c) Na osnovi rekurzivnih enacb napisi algoritem, ki resi opisani problem. Oceni
tudi njegovo ¢asovno zahtevnost v odvisnosti od m in n.
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Naloga 4.4. Vir: Vaje OR 6.4.2016

Danjeniz S=aya;...a,, kjer so a; (1 < i < n) elementi neke kon¢ne abecede.
Nizu ajajyi...ax, Kjerje 1 < j < k < n, pravimo strnjen podniz niza S. S pomocjo
dinamic¢nega programiranja napisi algoritem, ki dolo¢i najdaljsi palindromski
strnjen podniz v S.

Naloga 4.5. Vir: Vaje OR 6.4.2016
Dana je matrika A = (aij);"]'.zl.
najvecjo vsoto komponent.

Poiskati Zelimo strnjeno podmatriko matrike A z

(a) Napisirekurzivne enacbe za opisani problem.

(b) Resiproblem za matriko

1 -5 -1 -2

(c) Napisi algoritem, ki resi opisani problem. Oceni tudi njegovo ¢asovno zahtev-
nost v odvisnosti od m in n.

Naloga 4.6. Vir: Vaje OR 6.4.2016

Na voljo imamo kovance z vrednostmi 1 = v, < v» < --- < v, in vsoto C, ki jo
Zelimo izplacati s ¢cim manj$im Stevilom kovancev. Predpostavljamo, da imamo
dovolj velik nabor kovancev.

(@) S pomocjo dinami¢nega programiranja resi problem v splosnem.

(b) Poisci izplacilo z najmanj$im Stevilom kovancev za C =25, n =4 in (lli)?:l =
(1,2,5,7).

Naloga 4.7. Vir: Vaje OR 6.4.2016

Na ulici je n vrstnih hi$, pri Cemer je v i-ti hisi ¢; denarja. Tat se odloca, katere
izmed hi$ naj oropa. Vsak oropan stanovalec to sporoci svojim sosedom, zato
tat ne sme oropati dveh sosednjih his. Ker je tat poslusal predmet Operacijske
raziskave, pozna dinami¢no programiranje. PokaZzi, kako naj tat doloci, katere
hiSe naj oropa.
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Naloga 4.8. Vir: Kolokvij OR 31.5.2012

Imamo hlod dolzine ¢, ki bi ga radi razzagali na n oznacenih mestih 0 < x; < xp <
.-+ < X, < ¢. Eno rezanje stane toliko, kolikor je dolzina hloda, ki ga reZemo. Ko
hlod prerezemo, dobimo dva manjsa hloda, ki ju rezemo naprej. Poiskati Zelimo
zaporedje rezanj z najmanjso ceno.

(a) S pomocjo dinami¢nega programiranja resi problem v sploSnem. Oceni tudi
njegovo ¢asovno zahtevnost.

. . 10 4 _
(b) Resiproblem pri podatkih ¢ =10 in (x);-,=3,5,7,8).

Naloga 4.9. Vir: [3, Problem 11.3-1]
Lastnik verige n trgovin z Zzivili je kupil m zabojev svezih jagod. Naj bo p;; prica-
kovan dobicek v trgovini j, e tja dostavimo i zabojev. Zanima nas, koliko zabojev
naj gre v vsako trgovino, da bomo imeli ¢im vec¢ji zasluzek. Zaradi logisti¢nih
razlogov zabojev ne Zelimo deliti.

(a) Zdinami¢nim programiranjem resi problem za podatke m =5, n =3 in p;; iz
sledece tabele:

Pij 1 2 3
0,0 0 O
1 |5 6 4
2 19 11 9
3 |14 15 13
4 117 19 18
5 |21 22 20

(b) Napisi algoritem, ki resi opisani problem v splo§nem.

Naloga 4.10. Vir: [3, Problem 11.3-8]

Podjetje bo kmalu uvedlo nov izdelek na zelo konkurencen trg, zato trenutno pri-
pravlja marketingko strategijo. Odlocili so se, da bodo izdelek uvedli v treh fazah.
V prvi fazi bodo pripravili posebno zacetno ponudbo z mo¢no zniZano ceno, da
bi privabili zgodnje kupce. Druga faza bo vkljucevala intenzivno oglasevalsko
kampanjo, da bi zgodnje kupce prepricali, naj izdelek e vedno kupujejo po redni
ceni. Znano je, da bo ob koncu druge faze konkurenc¢no podjetje predstavilo svoj
izdelek. Zato bo v tretji fazi okrepljeno oglasevanje z namenom, da bi preprecili
beg strank h konkurenci.

Podjetje ima za oglasevanje na voljo 4 milijone evrov, ki jih Zelimo ¢im bolj
ucinkovito porabiti. Naj bo m trzni deleZ v procentih, pridobljen v prvi fazi, f,
delez, ohranjen po drugi fazi, in f; delez, ohranjen po tretji fazi. Maksimizirati
Zelimo konc¢ni trzni deleZ, torej kolicino m f5 fs.
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(a) Denimo, da Zelimo v vsaki fazi porabiti nek veckratnik milijona evrov, pri
¢emer bomo pri prvi fazi porabili vsaj milijon evrov. V spodnji tabeli so zbrani
vplivi porabljenih koli¢in na vrednosti m, f> in f3.

ME ' m f f3

0 - 02 03
1 |20 04 05
2 |30 05 0.6
3 |40 0.6 0.7
4 |50 - -

Kako naj razdelimo sredstva?

(b) Denimo sedaj, da lahko v vsaki fazi porabimo poljubno pozitivno koli¢ino
denarja (seveda glede na omejitev skupne porabe). Naj bodo torej x;, x; in
x3 koli¢ine denarja v milijonih evrov, ki jih porabimo v prvi, drugi in tretji fazi.
Vpliv na trzni delez je podan s formulami

m=x1(10—-x7), f2=0.4+0.1x2, in f3=0.6+0.07X3.

Kako naj sedaj razdelimo sredstva?

Naloga 4.11. Vir: Izpit OR 26.6.2012

Nori profesor BolteZar stanuje v stolpnici z 7 nadstropiji, ostevil¢enimi od 1 do n.
Nori stanovalci tega bloka radi mecejo cvetlicne loncke z balkonov. BolteZar bi
rad ugotovil, katero je najvisje nadstropije, s katerega lahko pade cvetli¢ni loncek,
ne da bi se razbil. Jasno je, da Ce se loncek razbije pri padcu iz k-tega nadstropja,
potem se razbije tudi pri padcu s (k + 1)-tega nadstropja. Ce bi BolteZar imel le
en cvetlicni loncek, bi ga lahko metal po vrsti od najniZjega nadstropja navzgor,
dokler se ne bi razbil. V najslabSem primeru bi lon¢ek torej vrgel n krat (moZno
je, da bi lonc¢ek prezivel tudi padec iz najvisjega nadstropja).

Ker ima Boltezar doma k cvetli¢nih lonc¢kov, lahko do rezultata pride tudi
z manj$im Stevilom metov. S pomocjo dinami¢nega programiranja bi rad po-
iskal strategijo metanja, ki bi minimizirala Stevilo potrebnih metov v najslabsem
primeru.

(a) Napisirekurzivne enacbe za opisani problem.
(b) Napisi algoritem, ki resi opisani problem. Oceni tudi njegovo ¢asovno zahtev-

nost v odvisnosti od n in k.
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Naloga 4.12. Vir: [3, Problem 11.2-2]
Vodja prodaje pri zaloZniku ucbenikov za fakulteto ima na voljo 6 trgovskih
potnikov, ki jim Zeli dodeliti eno od treh regij, v kateri bodo delovali. V vsaki regiji
mora delovati vsaj en trgovski potnik. Naj bo p;; pricakovana porast v prodaji v
regiji j, ce bo tam delovalo i trgovskih potnikov:

pij| 1 2 3

1 |35 21 28
2 |48 42 41
3 |70 56 63
4 |89 70 75

Resi problem s pomocjo dinamicnega programiranja.

Naloga 4.13. Vir: [3, Problem 11.3-16]
Dan je sledeci nelinearni program.

max fo +2Xx2+4x3— x§

2X1+Xo+Xx3<4

X1,X2,x3=0

Resi ga s pomocjo dinamicnega programiranja.

Naloga 4.14. Vir: [3, Problem 11.4-1]

Igralec na sreco bo odigral tri partije s svojimi prijatelji, pri cemer lahko vsaki¢
stavi na svojo zmago. Stavi lahko katerokoli vsoto denarja, ki jo ima na voljo —
Ce izgubi partijo, zastavljeno vsoto izgubi, sicer pa tako vsoto pridobi. Pri vsaki
partiji sta verjetnosti zmage in poraza enaki 1/2. Na zacetku ima 75€, na koncu
pa zeli imeti 100€ (ker igra s prijatelji, noce imeti ve¢ kot toliko).

Z dinami¢nim programiranjem poisci strategijo stavljenja, ki maksimizira
verjetnost, da bo na koncu imel natanko 100€.

Naloga 4.15. Vir: [2, Exercise 6.14]

Imamo pravokoten kos blaga dimenzij m x n, kjer sta m in n pozitivni celi tevili,
ter seznam k izdelkov, pri cemer potrebujemo za izdelek h pravokoten kos blaga
dimenzij aj, x by, (ay, by, sta pozitivni celi Stevili), ki ga prodamo za ceno cj, > 0.
Imamo stroj, ki lahko poljuben kos blaga razreZe na dva dela bodisi vodoravno,
bodisi navpi¢no. Zacetni kos blaga Zelimo razrezati tako, da bomo lahko naredili
izdelke, ki nam bodo prinasali ¢im vec¢ji dobicek. Pri tem smemo izdelati poljubno
Stevilo kosov posameznega izdelka. Kose blaga lahko seveda tudi obra¢amo (4j.,
za izdelek h lahko narezemo kos velikosti ay, x by, ali by, x ay,).

Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. RazloZi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako dobimo
optimalno resitev.
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Naloga 4.16. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz rekurzivnih enacb za nalogo 4.15.
Resi problem za podatke m = 5,n = 3,k = 4, (ah)’;l:1 =(2,3,1,2), (bh)liczzl =
(2,1,4,3) in (cp)k_, = (6,3,5,7).

Naloga 4.17. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Dano je zaporedje n realnih $tevil ay, a, ..., a,. Zelimo poiskati strnjeno pod-
zaporedje z najvec¢jim produktom - t.j., taka indeksa i,j (1 <i < j < n), daje
produkt a;a;+1---aj-1a; ¢im vedji.

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno reSitev.

Namig: posebej obravnavaj pozitivne in negativne delne produkte.

(b) Oceni casovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.
(c) Ssvojim algoritmom resi problem za zaporedje

0.9, -2, -0.6, -0.5, -2, 5, 0.1, 3, 0.5, -3.

Naloga 4.18. Vir: Izpit OR 15.3.2017
Za zaporedje Stevil x1, xp, ... X, pravimo, da je oscilirajoce, ¢e velja x; < x4+ za
vse sode i in x; > x;4 za vse lihe i. S pomocjo dinami¢nega programiranja zasnuj
algoritem, ki v polinomskem ¢asu izracuna dolZino najdaljSega oscilirajocega
podzaporedja zaporedja celih §tevil a;, ap, ... a,.

Naloga 4.19. Vir: Izpit OR 10.7.2017

V podjetju imajo na voljo m milijonov evrov sredstey, ki jih bodo vlozili v razvoj
nove aplikacije. Denar bodo porazdelili med tri skupine. Naj bodo x;, x» in x3
koli¢ine denarja (v milijonih evrov), ki jih bodo dodelili razvijalcem, oblikovalcem
in marketingu. Vrednosti x1, x», X3 niso nujno cela Stevila. Razvijalci morajo
dobiti vsaj a; milijonov evrov, potencial, ki ga ustvarijo, pa je p; = n; + k1 x;.
Oblikovalci morajo dobiti vsaj a, milijonov evrov, potencial, ki ga ustvarijo, pa je
p2 = ny + ko x». Marketing mora dobiti vsaj a3 milijonov evrov, ustvari pa faktor
p3 = n3 + ksx3. Pricakovani dobicek v milijonih evrov se izracuna po formuli
d = (p1 + p2) p3. V podjetju bi radi sredstva porazdelili med skupine tako, da bo
pricakovani dobicek ¢im vecji.

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema.

(b) Z zgoraj zapisanimi enacbami resi problem pri podatkih m = 15, a; = 4,
nm 23, kl = 1.5, 612:3, I’l2=4, k2=2, 0322, n3:0.4ink3:0.3.
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Naloga 4.20. Vir: Izpit OR 29.8.2017

V veliki multinacionalni korporaciji Zelijo, da bi se zakonodaja spremenila v
njihov prid. V ta namen so najeli m lobistov, ki se bodo pogajali z n politicnimi
strankami, da pridobijo njihovo podporo pri spremembi zakonodaje. Vsak lobist
se bo pogajal s samo eno stranko; k vsaki stranki lahko posljejo vec lobistov. Naj
bo p;j (0=<i<m, 1< j<n)verjetnost, da pridobijo podporo stranke j, Ce se z
njo pogaja i lobistov (lahko predpostavi$ p;_1,j < p;; za vsaka i, j). Verjetnosti za
razli¢ne stranke so med seboj neodvisne. Maksimizirati Zelijo verjetnost, da bodo
lobisti pridobili podporo vseh n politi¢nih strank.

(a) ZapiSi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema.

(b) Naj bo m =6 in n = 3. Kvsaki stranki Zelijo poslati vsaj enega lobista (tj.,
po;j = 0 za vsak j), vrednosti p;; za i = 1 pa so podane v spodnji tabeli.

Pij 1 2 3
1 102 04 03
2 105 05 04
3 107 05 0.8
4 108 06 09

Za dane podatke resi problem z zgoraj zapisanimi enacbami.

Naloga 4.21. Vir: Kolokvij OR 23.4.2018

Imamo zaporedje n polj, pri Cemer je na i-tem polju zapisano $tevilo a;. Na voljo
imamo $e |n/2] domin, z vsako od katerih lahko pokrijemo dve sosednji polji.
Vsaka domina je sestavljena iz dveh delov: na enem je znak +, na drugem pa
znak —. Posamezno polje lahko pokrijemo z le eno domino; e sta pokriti dve
sosednji polji, morata biti pokriti z razlicnima znakoma (bodisi z iste, bodisi z
druge domine). I$¢emo tako postavitev domin, ki maksimizira vsoto pokritih
§tevil, pomnoZenih z znakom na delu domine, ki pokriva Stevilo. Pri tem ni
potrebno, da uporabimo vse domine. Primer je podan na sliki 11.

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. RazloZi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno reSitev.

Namig: posebej obravnavaj dva primera glede na postavitev zadnje domine.

(b) Oceni casovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.

(c) Ssvojim algoritmom poisc¢i optimalno pokritje za primer s slike 11.
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6 3 —4 2 -3 5 9 1 2

Slika 11: Primer dopustnega (ne nujno optimalnega) pokritja za nalogo 4.21. Vsota tega
pokritja je 3— (-4) —5+9—1+2 = 12. Ce bi eno od zadnjih dveh domin obrnili (zamenjala
bi se znaka), dobljeno pokritje ne bi bilo dopustno, saj bi dve zaporedni polji bili pokriti z
enakima znakoma.

Naloga 4.22. Vir: Izpit OR 5.7.2018

Vlagatelj ima na voljo 50 milijonov evrov sredstev, ki jih lahko porabi za donosno,
a tvegano nalozbo. Ocenjuje, da bi se mu ob uspehu naloZbe vloZek povrnil
petkratno, verjetnost uspeha pa ocenjuje na 0.6. Zaradi tveganja se lahko odloci
za zavarovanje nalozbe, pri cemer ima ponudbi dveh zavarovalnic, ki mu proti
placilu ustrezne premije ponujata povracilo dela vloZka, ¢e bo nalozba neuspesna.
Vlagatelj lahko del sredstev obdrZi tudi zase (tj., ga ne porabi za naloZbo ali
premijo).

Naj bodo torej x, x2, x3 vrednosti v milijonih evrov, ki zaporedoma predstav-
ljajo kolicine, ki jih vlagatelj obrZi zase, porabi za naloZbo, in placa za zavaroval-
nisko premijo. Pricakovana vrednost nalozbene strategije vlagatelja (tj., koli¢ina
denarja, ki jo ima na koncu) je potem

X1 +x2(0.6-5+ 0.46]()63)),

kjer q(x3) predstavlja delez vloZka, ki ga glede na vloZeno premijo zavarovalnica
povrne ob neuspehu naloZbe.

Vlagatelj ima dve ponudbi konkuren¢nih zavarovalnic. Zavarovalnica Zvezna
d.z.z. za premijo v vi§ini x3 milijonov evrov ponuja povracilo deleZa 0.15x3 celotne
nalozbe v primeru neuspeha, pri cemer je najve¢ja mozna premija 4 milijone
evrov. Zavarovalnica Diskretna d.d.z. pa ponuja le tri mozne premije:

premija delez povracila ob neuspesni nalozbi
1 milijon evrov 0.1
2 milijona evrov 0.35
3 milijoni evrov 0.5

Pogodbo smemo skleniti samo pri eni zavarovalnici.

(a) Zapisi definicijo funkcije g(x) skupaj z izbiro najugodnejse zavarovalnice pri
vsakem x.

(b) Zapisi rekurzivne formule za dolocitev strategije vlaganja, ki nam bo prinesla
najvedji pricakovani dobicek.

(c) S pomocjo zgornjih rekurzivnih enacb ugotovi, kako naj ravna vlagatelj, da
bo imel ¢im vecji dobicek.
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Naloga 4.23. Vir: Izpit OR 28.8.2018

Pri direkciji za ceste nacrtujejo nov avtocestni odsek dolzine M kilometrov. Ob
cesti Zelijo zgraditi pocivali§¢a tako, da je razdalja med dvema zaporednima
pocivalis§¢ema najvec¢ K kilometrov. Prav tako mora biti prvo pocivalisce najvec
K kilometrov od zacetka, zadnje pa najvec K kilometrov od konca avtocestnega
odseka. Naj bodo x; < x» < -+ < x,; mozne lokacije poc¢ivalis¢ (v kilometrih od
zacCetka avtocestnega odseka), in ¢; (1 < i < n) cena izgradnje pocivalis¢a na

lokaciji x;. Postavitev pocivalis¢ Zelijo izbrati tako, da bo skupna cena izgradnje
C¢im manjsa.

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. RazloZi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

(b) Oceni casovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.

(c) Spomocjo rekurzivnih enacb resi zgornji problem za podatke

M =100, (x,')?:1 =(5,12,22,34,49,65,83,91),
K =30, (c)_, = (18,11,21,16,23,15,19,13).
Naloga 4.24. Vir: Kolokvij OR 26.1.2010

Pri neznanem problemu, ki smo se ga lotili z dinami¢nim programiranjem, smo
prisli do naslednje rekurzivne zveze:

Cij= InaX{Ci—l,j—l) Ci+1,j-1 + 20i—l,j+l}-

IzraCunati zelimo vrednost ¢;,,. Katere vrednosti c;j, pri cemer je (i, j) zunaj
{1,...,m} x{1,..., n}, moramo poznati, da bo ¢, enolicno dolo¢en? Pois¢i ¢im
manjs$o tak§no mnoZico.

Naloga 4.25. Vir: Kolokvij OR 26.1.2010

Upravljalec nove moderne visoko tehnolosko opremljene kongresne dvorane v
Kongresnem centru Grebka Pohleparja zaracunava za najem dvorane 5€/min.
PovpraSevanje za najem nove dvorane je ogromno, a se na Zalost ponudbe ca-
sovno prekrivajo, dvorano pa seveda lahko najame le ena stranka naenkrat. Tako
se je upravljalec Ze prvi dan znasel pod goro ponudb, med katerimi je napol v
paniki izbiral, bodimo posteni, tako bolj “Cez palec”. A za kongresni center, ki nosi
ime takega velikana ekonomije, se spodobi, da si uredi vse segmente poslovanja
¢im bolj optimalno in je kot tak zgled drugim. Predpostavimo, da ima upravljalec
v trenutku odlo¢anja podatke v obliki intervalov (z;, k;), i = 1,..., n, kjer z; in k;
predstavljata zacetni in kon¢ni ¢as ponudbe i. Ponudbi se prekrivata, Ce je njun
presek neprazen ¢asovni interval.
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(a) Denimo, da uredimo intervale ponudb glede na zacetne ¢ase ponudb od
najmanjSega do najvecjega. Potem izberemo prvi interval, vse intervale, ki ga
prekrivajo, pa zavrZemo, ter postopek ponovimo rekurzivno. Upravljalcu se
ta postopek zdi optimalen. Kaj pa menis ti?

(b) Denimo, da so intervali ponudb urejeni kot v prej$nji tocki ter da je interval 1
zadnji interval v neki optimalni izbiri OPT. Premisli, kateri intervali so lahko
kandidati za predzadnji interval v izbiri OPT. Na podlagi tega premisleka
sestavi postopek, ki s pomocjo dinami¢nega programiranja najde optimalno
reSitev problema. Postopek utemelji.

(c) Kak3na je casovna zahtevnost tvojega algoritma v najslabSem primeru?

(d) Z uporabo razvitega algoritma resi problem za podatke (15,60), (60,180),
(30,90), (120,210), (165,255), (75,135), (30,105), (90, 150).

Naloga 4.26. Vir: Kolokvij OR 26.1.2010

Jatifi Bajrami se ukvarja s preprodajo pomaranc. Naslednja sezona je razdeljena
na n mesecev. Za vsak mesec so znana predvidena povpraSevanja ry,..., . Na-
bavni stroski v mesecu i so sestavljeni iz fiksnih stroSkov K; ter stroSkov za nabavo
sadja. Na zacetku meseca i stane $katla pomaranc c;. Ce Jatifi takrat kupi m $ka-
tel, je za nabavo sadja torej moral odsteti K; + mc; denarnih enot. Ce se Jatifi
zaradi niZje cene v nekem mesecu odloc¢i nakupiti vnaprej za ve¢ mesecev, mora
placati skladi$cenje za Skatle pomaranc za preostale mesece, pri Cemer je cena
skladiScenja za Skatlo v mesecu i enaka h;. Jatifi kupuje izklju¢no, ko ve, da so
mu zaloge popolnoma posle, in od tega ne odstopa, saj se mu zdi §koda, da bi v
skladi$¢u hranil stare pomarance. Pomarance prodaja ves €as po isti ceni. Jatifi bi
rad maksimiziral dobicek in zadovoljil celotno povprasevanje.

(a) Predlagajresitev problema s pomocjo dinami¢nega programiranja. Pri tem so
vhodni podatki n mesecev, r = ()", K= (Kj)!_ |, ¢ = (c;), ter h = (b)) ,.
Kaks$no ¢asovno zahtevnost ima tvoj algoritem?

(b) Najbo n=4,r=(20,40,15,10), K=(2,3,4,2), c=(3,4,3,4) ter h =(1,1,1,2).
Poisc¢i optimalno strategijo kupovanja pomaranc.

Naloga 4.27. Vir: Izpit OR 5.2.2010
Dana je rekurzija

k

cij=min |cio1k+ Y G|, Cj=1, (A<i<j<n)
i<ks<j u=i
kjer je A= (a; j)lf’jzl matrika realnih Stevil. Pokazi in zelo natan¢no utemelji, da
lahko izra¢unas ¢, v ¢asu O(n).
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Naloga 4.28. Vir: Izpit OR 5.2.2010

Na znanem TV kanalu HOP.tv bodo ob sredah ob 17h predvajali humanitarno
igro Prodajalec™, pri kateri igralec prodaja predmete tipa X in predmete tipa
Y v dolocenem zaporedju P, v studio pa po vrsti prihajajo potencialni kupci.
Organizatorji vnaprej dolocijo zaporedje kupcev in i-temu kupcu dolocijo tudi
tip predmeta T;. Kupec i lahko sam poda le ceno c;, ki jo je pripravljen placati za
predmet. Organizatorji na podlagi tega dolocijo zaporedje P tako, da je izvedljiva
prodaja vseh predmetov v zaporedju P. Podatkov P, T in c igralec seveda ne
pozna vnaprej. Kupci prihajajo v studio in igralec se odloca, ali jim za ponujeno
ceno trenutni predmet proda ali ne. Pri tem mu svetuje in vpliva na njegov
humanitarni ¢ut znani voditelj Joras S. Ce igralec trenutnega predmeta ne proda
i-temu kupcu, pride naslednji kupec, ¢e pa ga proda, pa prisluzi za humanitarne
namene c; enot denarja in naslednjemu kupcu poskusi prodati naslednji predmet
v zaporedju P. V sezoni zmaga igralec, katerega prodaja je procentualno najvecja
glede na optimalno prodajo. Na HOPtv so na Zalost kupili le okrnjeno licenco za
igro Prodajalec™, ki ne vkljucuje programske opreme za preracun optimalnih
reSitev, tako da te prosijo za pomoc¢. Za primer: ¢e so podatki T = XY XXV,
c=(2,2,7,1,1) in P = XY, je optimalna reSitev prodaja X tretjemu kupcu ter
prodaja Y petemu kupcu, s katero prisluZzimo c3 + cs =7 + 1 = 8 enot denarja.

(a) Spomocjo dinami¢nega programiranja izpelji algoritem, ki za dane T, c in
P poisce optimalno resitev. Podaj ustrezno rekurzivno zvezo ter opisi, kako
rekonstruiramo optimalno resitev.

Namig: zgleduj se po algoritmu za najdaljSe skupno podzaporedje.

(b) Kaksna je casovna zahtevnost tvojega algoritma v najslabSem primeru?

(c) Izvedi algoritem na zgornjih podatkih in tako preveri, da je opisana reSitev v
zgornjem primeru res optimalna.

Naloga 4.29. Vir: Izpit OR 28.6.2010
Podatke (nize) stiskamo na naslednji na¢in. Podana je tabela m nizov, dolzina
vsakega je kve¢jemu k. Radi bi zakodirali podatkovni niz D dolZine n z naj-
krajs$im moZnim zaporedjem nizov iz tabele. Npr., Ce nasa tabela vsebuje nize
(a,ba, abab, b) in bi radi zakodirali niz bababbaababa, je najboljsi nacin kodi-
ranja zaporedje (b, abab, ba, abab, a), torej s petimi kodnimi besedami.

(a) Spomocjo strategije dinami¢nega programiranja izpelji ¢im bolj u€inkovit
algoritem, ki poisce najkrajse kodiranje danega niza D, €e kodiranje za tak
niz obstaja.

(b) Demonstriraj uporabo algoritma na podanem nizu bababbaababa s po-
dano tabelo (a, ba,abab, b).

(c) Kaksna je ¢casovna zahtevnost tvoje resitve?
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Naloga 4.30. Vir: Kolokvij OR 24.1.2011

Danih imamo 7 kock, ki jih Zelimo zloZiti v ¢im vi§ji stolp. Dimenzije i-te kocke so
a; x b; x ¢;, kjer je a; dolzina, b; irina in ¢; viS§ina. Kock ne smemo rotirati, kocko
i pa lahko postavimo na kocko j samo, Ce je a; < a; in b; < b;. Brez $kode za
splodnost lahko predpostavimo, daje a; = a; = --- = a,. S pomoc¢jo dinamicnega

exee

Naloga 4.31. Vir: Izpit OR 9.2.2011
Znanstveniki proucujejo novo vrsto bakterije. V DNK te bakterije so nasli nasled-
nje zaporedje nukleotidov:

AACAGTTA.
Sumijo, da je to razli¢ica gena Ze znane bakterije, ki ima zaporedje

ACCATGTA.

Ce sta zaporedji dovolj podobni, obstaja verjetnost, da imata gena podobni
funkciji. Dovoljene so naslednje operacije:

e substitucija (ACT — AGT),
e vstavljanje (AC — AGC),
e jzbris (AGC — AC) in

¢ transpozicija (AT — TA).

(a) Pomagaj znanstvenikom in napisi postopek, ki bo prestel najmanjse Stevilo
operacij, s katerim pridemo od enega zaporedja nukleotidov do drugega.

(b) Postopek iz prejsnje tocke izvedi nad podanima zaporedjema in ugotovi
Stevilo razlik.

Naloga 4.32. Vir: Izpit OR 28.6.2011

Dano imamo zaporedje simbolov T (resni¢no) in L (neresni¢no). Med vsakima
simboloma imamo veznik A (prvi in drugi), v (prvi ali drugi) ali & (prvi ali drugi,
ne pa tudi oba), npr. T A T & L. V zaporedje postavljamo oklepaje, in sicer tako,
da se znotraj vsakega para oklepajev (tj., oklepaj in ustrezni zaklepaj) pojavita
dva podizraza, lo¢ena z veznikom. Podizraz je lahko posamezen simbol ali par
oklepajev s svojo vsebino. Izracunaj Stevilo postavitev oklepajev, da je logi¢na
vrednost celotnega izraza T, in Stevilo postavitev oklepajev, da je rezultat L.
Namig: definiraj T;; in F;; kot Stevilo takih postavitev oklepajev med i-tim in j-tim
simbolom.
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Naloga 4.33. Vir: Kolokvij OR 31.5.2012

Samostojna umetnica z nadimkom Stekelce se prezivlja z barvanjem na steklo.
Tokrat je dobila narocilo za izdelavo dveh zelo posebnih pobarvanih steklenih
kroglic. Placilo je dobila vnaprej, stroSke pa bo imela le z nabavo stekla, saj ima
barv in ¢opicev Ze dovolj na zalogi. Ce ne uspe izdelati obeh kroglic v dogo-
vorjenem casu, bo morala placati 800€ kazni. Steklene kroglice lahko naroci v
steklarni, in sicer jo vsaka stane 100€. Steklarna ima stroske vsaki¢, ko zazene
proizvodnjo teh kroglic, zato ji za vsako narocilo (ne glede na Stevilo narocenih
kroglic) zaracuna dodatnih 300€. Kljub temu, da mora Stekelce zmeraj placati
vse dobljene kroglice, je za vsako le 50% verjetnost, da bo zanjo uporabna. Ne-
uporabne kroglice lahko vrZe kar v smeti, odve¢ne uporabne kroglice pa zanjo
prav tako niso vredne nic in jih bo brez stroskov zavrgla.

(a) Ker je narocilo ¢asovno omejeno, ima Stekelce ¢as za najve¢ dve narocili v
steklarni. Po koliko kroglic naj vsaki¢ naroci, da bodo pricakovani stroski ¢im
manjsi? (Stevilo narocenih kroglic pri drugem narocilu bo seveda odvisno od
Stevila dobrih kroglic pri prvem naroc¢ilu.)

(b) Kaj pa, ce steklarna v prvi seriji za naro¢ilo namesto 300€ zahteva le 150€, v
drugi seriji pa stroski narocila ostanejo 300€?

Naloga 4.34. Vir: Izpit OR 9.7.2012

Dan je §tevilski trikotnik

ar
azy a2
asy asz ass

anil (2577 e Ap,n-1 Ann

kjer so a;j € Z. Spustv takem trikotniku je pot od vrha do dna - t.j., zaporedje
(al',j[)?:p kjer je j1 =11in j; € {ji—1, ji-1 + 1} zavsak i = 2,...,n. TeZa spusta je
vsota $tevil, po katerih poteka spust (torej Y1, a;,j,).

S pomocjo dinamic¢nega programiranja opisi postopek, ki poisCe najteZzji
spust v danem §tevilskem trikotniku.

Naloga 4.35. Vir: Izpit OR 4.9.2012

Antonio se preZzivlja z graviranjem na zlato. Ravnokar je dobil narocilo za gravira-
nje dveh zelo umetelno izdelanih zaro¢nih prstanov. Ce ne uspe izdelati prstanov
v dogovorjenem ¢asu, bo moral placati 1600€ kazni. Prstane lahko naroci pri
zlatarju, ki ga je izbral naro¢nik. Ta zlatar bo izdelavo vsakega prstana zaracunal
po 100€, varovana dostava pa (ne glede na Stevilo prstanov) stane 200€. Ker
prstani niso Cisto homogeni, je verjetnost, da graviranje uspe, le 50%. Ves ostali
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material (neuspeli prstani, opilki ipd.) bo moral na koncu vrniti zlatarju (tako
je doloceno v pogodbi). Ker je narocilo ¢asovno omejeno, ima ¢asa za najvec
2 narocili pri zlatarju. Koliko prstanov naj vsaki¢ naroci, da bodo pri¢akovani
stroski ¢im man;jsi?

Naloga 4.36. Vir: Kolokvij OR 17.4.2014
(pravi¢na delitev)

Dana je mnozica naravnih tevil {a,, ay, ..., an}. Nas cilj je razdeliti to mnoZzico na
dva dela S; in S, tako, da bo absolutna vrednost razlike med vsoto elementov v
S1 in S, ¢im manjsa. S pomocjo dinami¢nega programiranja opisi postopek, ki
izracuna minimalno vrednost te razlike.

Naloga 4.37. Vir: Izpit OR 28.8.2013

Za Sestimi gorami poteka tekmovanje v plezanju na goro Lep Trikotnik. Vsak
odsek te gore ima prirejeno tezavnost od —4 do 4. Goro lahko ponazorimo s
Stevilskim trikotnikom

ann
az a2
asy asz ass

anl (25773 e Apn,n-1 Ann

kjer so a;; € {—4,-3,...,3,4} tezavnosti odsekov. Veljavna pot v takem trikotniku
je pot od vznoZja do vrha, ki gre zmeraj desno navzgor ali levo navzgor - t.j.,
zaporedje (an_i,ji)?z_ol, kierjel<j<n-iin j;e{j-1—1,ji-1} zavsak i =
0,1,...,n—1. Tezaveljavne poti je vsota tezavnosti odsekov, po katerih poteka pot
(torej X170 an—i ).

Na tekmovanje sta se med drugimi prijavila tudi gornika Marin in Mirko. V
okviru svojih sposobnosti Zelita izbrati kar najtezjo pot do vrha. Oba zmoreta

plezati po odsekih teZavnosti 3 ali manj.

(a) Marin ni dovolj izku$en, da bi lahko plezal po odsekih tezavnosti 4. Opisi,
kako lahko najdemo najteZjo veljavno pot za Marina, oz. mu povemo, da s
svojim znanjem ne more priti do vrha po veljavni poti!

(b) Gornik Mirko je izkusenejsi od Marina. Odseke teZavnosti 4 lahko prepleza, a
ne more preplezati dveh zaporednih odsekov te tezavnosti. Opisi, kako lahko
najdemo najteZjo veljavno pot za Mirka, oz. mu povemo, da s svojim znanjem
ne more priti do vrha po veljavni poti!
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Naloga 4.38. Vir: Izpit OR 5.6.2014

Dano je zaporedje Stevil ¢y, ¢y, ..., ¢,,. Igralca A in B igrata igro, pri kateri A bodisi
z zacetka bodisi s konca danega zaporedja izbere eno (prej $e neizbrano) §tevilo,
B pa tako izbira dvakrat zapored. Igrata, dokler Stevil ne zmanjka. Zmaga igralec
z najvecjo skupno vsoto izbranih Stevil. Denimo, da za¢ne igralec A. S pomocjo
dinamic¢nega programiranja dolo¢i maksimalni znesek, ki ga A lahko doseze, ¢e
tudi drugi igralec igra optimalno.

Naloga 4.39. Vir: Izpit OR 24.6.2014

Kmet redi ovce, pri cemer se vsako leto njihovo Stevilo podvoji: ¢e ima na zacetku
leta N ovac, jih ima ob koncu leta 2N. Denimo, da ima kmet ky ovac na zacetku
leta 0. Ob prehodu iz leta i — 1 v leto i se vsaki¢ odloci, koliko ovac bo prodal,
pri Cemer je profit enak p; za vsako prodano ovco. Ob zacetku leta n hocCe imeti
prodane vse ovce.

(@) Spomocjo dinami¢nega programiranja opisi algoritem, ki za dane podatke
n, ko in py1, p2, ..., pn izracuna maksimalni profit, ki ga lahko kmet doseZe po
n letih.

(b) Resinalogozan=3, kg =2, p; =100€, p, = 130€ in p3 = 120€.

Naloga 4.40. Vir: Izpit OR 25.8.2014

Na voljo imamo w delavcey, ki jih Zelimo razporediti med N opravil. Dane
imamo verjetnosti p(j), da bo k-to opravilo uspes$no opravljeno, ¢e na njem
dela j delavcev.

(a) S pomocjo dinami¢nega programiranja opisi algoritem, ki izracuna maksi-
malno verjetnost, da bo vseh N opravil uspesno opravljenih (opravila so med
seboj neodvisna).

(b) Izracunaj maksimalno verjetnost uspesno opravljenih opravil in doloci Stevilo
delavcev na posameznem opravilu za N = 3, w =5 in verjetnosti iz spodnje
tabele:

j o 1 2 3 4 5
pi(j) |0 05 06 07 08 0.85
p2(j) |0 04 07 08 09 095
p3(j) |0 03 06 08 085 085
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Naloga 4.41. Vir: Izpit OR 24.6.2015

Tajni agent slovenske obvescevalne sluzbe nam je prinesel besedilo v neznanem
tujem jeziku, brez locil in brez presledkov. V bistvu smo dobili en zelo dolg niz
znakov (recimo dolZine 7). Ker v obvescevalni sluzbi sumijo, da je besedilo v turk-
mens$cCini, so nam prinesli elektronski seznam veljavnih turkmenskih besed (ki so
ga dobili iz skeniranja ve¢ turkmenskih spletnih strani ter iz slovarja njihovega
knjiznega jezika). Ta seznam besed nam pomaga, da lahko hitro preverimo, ali je
dana beseda veljavna.

Nasa naloga je, da preverimo, ali lahko besedilo razdelimo na zaporedje ve-
ljavnih turkmenskih besed. Resi nalogo s pomocjo dinamicnega programiranja.

Naloga 4.42. Vir: Izpit OR 28.8.2015

V podjetju Hierarhija so delavci razvr§c¢eni hierarhi¢no tako, da za vsaka dva
delavca vemo, kdo je komu nadrejen. Ce povemo $e bolj natanéno, delavce lahko
postavimo v vrsto tako, da so za vsakega delavca levo od njega podrejeni, desno
pa nadrejeni.

Recimo, da je v podjetju n delavcev, oznacimo jih z d;, d», ..., d,. Predpo-
stavimo tudi, da so Ze urejeni hierarhi¢no, tj., delavec d; je podrejen delavcem
di+1,dit2,...,dy. Vsak delavec se boji prvih nekaj delavcev, ki so mu podrejeni, da
bi ga prehiteli v hierarhiji. Naj bo k; € {0,1,...,i — 1} stopnja ogroZenosti delavca
d; (1 =i < n). Stopnja ogroZenosti nam pove, koliko delavcev, ki so podrejeni
delavcu d;, se ta delavec “boji”. Z drugimi besedami, delavec d; se boji delavcev
di_1,di—»,.. -’di—ki-

Z dinami¢nim programiranjem poisci tako najvecjo skupino delavceyv, da se
nih¢e v tej skupini ne bo bal drugega iz te skupine. Dovolj je zapisati rekurzivno
enacbo z zacetnimi pogoji. Kako lahko izvemo, kateri delavci so v tej (najvecji)
skupini?

Naloga 4.43. Vir: Izpit OR 12.5.2016

Dan je seznam $tevil A = [ay, ay, ..., a,]. Zelimo poiskati maksimalno vsoto takega
podzaporedja v A, ki ne vsebuje dveh zaporednih ¢lenov seznama.

(a) Napisirekurzivne enacbe za reSevanje opisanega problema.

(b) S pomocjo dinami¢nega programiranja napisi algoritem, ki re§uje dani pro-
blem. Kaksna je njegova ¢asovna zahtevnost?

Naloga 4.44. Vir: Izpit OR 24.5.2016

Dan je seznam pozitivnih celih Stevil S = [a;, ay, ..., ay], ki ga interpretiramo
na naslednji nacin. Element a; pomeni, da se lahko iz i-te pozicije v seznamu
premaknemo na pozicije a;+1,a;+2,...,Gi+q,. Naj bo f(S) minimalno Stevilo
korakov, ki so potrebni, da se iz elementa a; premaknemo v element a,. Na
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primer, ¢e je S=11,3,5,8,9,2,6,7,6,8,9], potem je f(S) = 3, saj lahko opravimo
skokea;=1—-a»=3—as=8—a;; =9.

(a) Napisi rekurzivne enacbe za racunanje funkcije f(S).

(b) S pomocjo dinami¢nega programiranja napisi algoritem, ki reSuje dani pro-
blem. Kak$na je njegova ¢asovna zahtevnost?

Naloga 4.45. Vir: Izpit OR 24.5.2016

Dana je matrika A dimenzij n x n, katere elementi so 0 in 1. Strnjena podmatrika
A’ matrike A je matrika, dolo¢ena z zaporednimi vrsticami in stolpci matrike A.
Velikost matrike je Stevilo elementov v matriki. Velikost podmatrike dimenzij
ny x ny je torej nynp. Naj bo N(A) najvecja velikost take podmatrike A’ matrike
A, da A’ vsebuje samo enice. Na primer:

0 1 01 1 0
0f=4, N|[1 0 O]|=3, in N||O O
1 1 11 0 1

—_— O =
Il
Do

(a) Napisi rekurzivne enacbe za racunanje N(A).

(b) Napisi algoritem za ra¢unanje N(A) s ¢asovno zahtevnostjo najvec¢ O(n*).

Naloga 4.46. Vir: [5, §18, Example 5]

Podjetje ima na voljo 6 000€ za investiranje. Na voljo so tri investicije, pri katerih
je donosnost (v 1000€) enaka

7d;+2, Ced;=1,in
ri(dy) = { )
sicer;
3d,+7, Cedr,=1,in .
ro(ds) = ] oziroma
sicer;
4ds+5, Ceds=1,in
r3(dz) = { )
sicer;

kjer so d, d», d3 vlozki v vsako investicijo v 1 000€. Kako naj podjetje investira
svoj denar, da bo zasluzek ¢im vecji?
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Naloga 4.47. Vir: Kolokvij OR 19.4.2019

Gradimo avtocesto skozi pusc¢avo in Zelimo zagotoviti, da bo v celoti pokrita z
mobilnim signalom. Cesta je ravna in dolga n milj (n € Z), na vsako miljo pa
imamo moznost postaviti bazno postajo z dosegom 1 miljo. Cena postavitve
bazne postaje na i-ti milji je podana s parametrom a; (0 < i < n). Predpostavi$
lahko, da so vse cene pozitivne. Pri obstojeci infrastrukturi je pokrita le zacetna
tocka avtoceste (tj., milja 0). Poiskati Zelimo torej ¢im cenejSo postavitev baznih
postaj, da je vsaka tocka avtoceste pokrita s signalom.

Primer: ¢e postavimo postaji na milji 0 in 3, potem je interval (1, 2) nepokrit. Ce
pa npr. postajo namesto na milji 0 postavimo na milji 1, smo tako v celoti pokrili
interval [0, 4].

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

(b) Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.
(c) Ssvojim algoritmom poisci optimalno postavitev postaj za n = 10 ter

(@)}, =(4,6,1,10,14,21,15,6,10,3,2).

(d) Denimo, da lahko postavimo tudi vec¢je bazne postaje z dosegom 2 milji, pri
Cemer je cena postavitve take postaje na i-ti milji podana s parametrom b;
(0 =i < n). Zapisi rekurzivne enacbe, ki bodo upostevale tudi to moZnost.

(e) Problem iz tocke (d) resi s podatki iz tocke (c) in

(b))%, = (10,12,3,18,24,25,20,11,16,7,4).

Naloga 4.48. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Za novo postavljeno obrtno cono Zelimo napeljati vodovodno omreZje. Imamo
n delavnic v ravni vrsti, za i-to delavnico pa imamo podano porabo vode p;. 1z
javnega vodovoda bodo napeljali cev, preko katere bo priteklo dovolj vode za vseh
n delavnic, mi pa Zelimo postaviti razdelilnike, ki bodo poskrbeli za ustrezno raz-
delitev vode med delavnice. Vsak razdelilnik ima eno vhodno cev in dve izhodni,
vsaka od njiju pa bo pripeljala vodo do zaporednih delavnic (po potrebi preko
nadaljnjih razdelilnikov). Cena postavitve razdelilnika je sorazmerna porabi de-
lavnic, ki jim sluzi. Razdelilnike Zelimo postaviti tako, da bo skupna cena ¢im
manjsa.

Primer: na sliki 12 je prikazana mozna postavitev razdelilnikov za tri delavnice. Odlo-
¢imo se lahko, ali bomo najprej razdelili vodo delavnici 1 in delavnicama 2, 3, ali pa bomo
vodo peljali naprej do delavnic 1,2 in do delavnice 3 (ne moremo pa deliti na delavnici
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p1

p2 pP3

Slika 12: Primer postavitve razdelilnikov za nalogo 4.48.

1,3 in delavnico 2). Ce se odlo¢imo za prvi primer, potem do delavnice 1 ne potrebujemo
drugih razdelilnikov, Se enega pa moramo postaviti, da razdelimo vodo do delavnic 2
in 3. Cena postavitve prvega razdelilnika je tako p; + p2 + p3 (ne glede na odlocitev), za
drugega pa je v tem primeru cena p; + ps.

(@) Najboc; = 22:1 pn (0 < i < n). Zapisi rekurzivne enacbe za ¢im ucinkovitejsi
izracun teh vrednosti.

(b) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. RazloZi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev. Kaksna je casovna zahtevnost algoritma?

Namig: pomagaj si z vrednostmi ¢; iz prej$nje tocke.

(c) Spomocjo rekurzivnih enacb resi zgornji problem za n = 6 in

(p)%_, =4,19,17,7,5,9).

Naloga 4.49. Vir: Izpit OR 4.6.2020

Dana je matrika A dimenzij m x n. I§¢emo tako zaporedje skokov po matriki, pri
Cemer zacnemo levo zgoraj in koncamo desno spodaj, v vsakem koraku pa sko-
¢imo za vsaj eno mesto desno ali dol, pri katerem je vsota obiskanih mest ¢im vec¢-
ja. Drugace povedano, iS¢emo tako zaporedje indeksov (i1, j1), (i2, j2),... (ix, ji)
(za nek k = 1), za katere velja (i1, j1) = (1,1), (i, ji) = (m,n) in (i < ipe1 A j =
Jr1) V(ip = ips1 A jn < jpe1) zavse h (2 < h < k), ki maksimizira vsoto Z;szl Aipine
Primer je podan na sliki 13.

(a) Zapisi zacetne pogoje in rekurzivne enacbe za reSevanje opisanega problema
ter doloc¢i, v kak§nem vrstnem redu racunamo spremenljivke in kako do-
bimo maksimalno vsoto. Kaks$na je asovna zahtevnost algoritma, ki sledi iz
rekurzivnih enacb?

(b) Resiproblem za matriko s slike 13 z uporabo rekurzivnih enacb.
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Slika 13: Primer matrike dimenzij 4 x 4 za nalogo 4.49 skupaj z dopustno (ne nujno
optimalno!) resitvijo. Vsota obiskanih mest je vtem primeru 0+7+2+ (-2) +0=7.

Naloga 4.50. Vir: Izpit OR 27.8.2019

Vlagatelj ima na voljo m kapitala, del katerega bo vlozil v eno izmed dveh kon-
kurenc¢nih podjetij, ki razvijata podobna produkta (v obe ne more vloZiti), pre-
ostanek pa bo namenil za marketinsko kampanjo, ki bo promovirala produkt
izbranega podjetja. Naj bodo x;, x in x3 koli¢ine denarja (te so lahko poljubna
nenegativna realna Stevila), ki jih bo vloZil v prvo oziroma drugo podjetje in v
marketing, ter dolo¢imo
{ni+k,~xi, ¢e x; = a;, in .
pi= (i=1,2,3)

0 sicer

kot faktor, ki ga ustvari vsako izmed njih. Pricakovani dobicek se izra¢una po
formuli d = (p1 + p2) p3, pri cemer bo eden od p; in p, enak 0. Vlagatelj bi rad
sredstva porazdelil tako, da bo pri¢akovani dobicek ¢im vecji.

(a) Zapisi enacbe za reSevanje danega problema. Lahko predpostavis, da velja
pi =0 zavse vrednosti x; (i =1,2,3).

(b) Z zgoraj zapisanimi enacbami resi problem pri podatkih m = 10, a; = 4,
nm 28, k1 24, 61225, I’l2=12, k2=2, 61323, n3:4ink3:1.

Naloga 4.51. Vir: Kolokvij OR 12.4.2021

Zgraditi Zelimo avtocestni viadukt dolzine ¢ metrov, ki bo preckal dolino s te-
Zavnim terenom. Geologi in arhitekti so Ze pregledali teren in identificirali n
mest, kamor bi lahko postavili podporne stebre. Vsako mesto je predstavljeno s
Stevilom x; (1 < i < n), ki predstavlja oddaljenost v metrih od zacetka viadukta,
pri Cemer velja 0 = x; < x» < --- < x,, = £. Gradnja stebra na mestu x; nas stane
¢; (pri cemer velja c; = ¢, = 0, saj prvi in zadnji steber predstavljata zaCetno in
kon¢no tocko viadukta), razdalja do sosednjih stebrov ne sme preseci r; — t.j.,
Ce zgradimo stebra na mestih x; in x; ter nobenega drugega vimes, mora veljati
|x; — x| < rjin|x; — x;| < rj. Poiskati Zelimo ¢im cenejSo postavitev stebrov, da
bo mogoce v celoti zgraditi viadukt.

76



(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. RazloZi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

(b) Zapisi psevdokodo algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb, in oceni
njegovo casovno zahtevnost. Algoritem naj vrne samo najmanj$o ceno posta-
vitve stebrov, ne pa tudi same izbire mest za postavitev.

(c) S svojim algoritmom poisc¢i optimalno postavitev stebrov pri podatkih ¢ =
1000, n=121in

(x0)j2, ={ 0,49,60,119,258,309,509,688,753,857,887,1000},
()2, ={ 0, 8,9, 32, 14, 18, 9, 27, 47, 16, 22, 0},
()%, = 1300,76,75,217,251,277,273,181,168,193,137, 300}.

Naloga 4.52. Vir: Kolokvij OR 31.3.2022

Dana je matrika M dimenzij 2 x n, pri ¢emer naj bodo a; in b; (1 < i < n) vrednosti
v prvi oziroma drugi vrstici ter i-tem stolpcu matrike M:

_|lar az ... A4p-1 Qan

M=
by b, ... b,.1 by

Poiskati Zelimo tako podmnozico S komponent matrike M z najvecjo vsoto, tako
da je mogoce med poljubnima elementoma v S priti samo s premiki levo, desno,
gor ali dol (ne diagonalno!) tako, da ne zapustimo mnoZice S.

Primer dopustne (ne nujno optimalne!) resitve (elementi S so v okvirckih):

(4] [a] -3 [4] -
T[22 [a) [ (2]

Resitev bi Se vedno bila dopustna, e bi iz S odstranili elementa v prvem oziroma
zadnjem stolpcu. Ce bi pa odstranili katerega od elementov v spodniji vrstici
srednjih treh stolpceyv, pa resitev ne bi bila dopustna, saj bi mnozica S razpadla
na dva dela, med katerima ne bi mogli prehajati z dovoljenimi premiki.

(a) Zapisirekurzivne enacbe, s katerimi pois¢emo najvecjo vsoto elementov v
mnozici S. RazloZi, kaj predstavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu
jih ratunamo, ter kako dobimo optimalno reSitev.

Namig: uporabi razli¢ne spremenljivke glede na izbiro komponent v stolpcu.

(b) Oceni casovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.

(c) S svojim algoritmom poi$c¢i optimalno reSitev (tj., najvec¢jo vsoto in §e samo
mnoZico S) na zgornjem primeru.
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Naloga 4.53. Vir: Kolokvij OR 31.3.2022

Vojaska enota je dobila nalogo, da prevzame nadzor nad pomembno oskrbovalno
potjo. V ta namen morajo zasesti n mest, ki lezZijo ob poti. Naloge se bodo lotili v
n korakih: v prvem koraku bodo zajeli eno od mest, v vsakem naslednjem koraku
pa bodo zasedli eno od mest, ki je sosednje tistim, ki jih Ze zasedajo (tj., ce po i
korakih zasedajo mesta j, j+1,..., j+i—1,bodo v (i+1)-vem koraku zasedli mesto
j—1alij+i). Najbo s; koli¢ina sredstev, ki jih potrebujejo, da uspesno zasedejo
i-to mesto (ta sredstva se pri tem porabijo), #; pa koli¢ina sredstev, ki jih lahko
pridobijo po uspesni zasedbi i-tega mesta (ta sredstva lahko potem porabljajo v
sledecih korakih). Poveljnik enote Zeli dolociti tak vrstni red zasedanja mest, pri
katerem bo potrebno na zacetku vloZiti ¢im manj sredstev (seveda je potrebno
pred vsakim korakom imeti zadostna sredstva — ta torej v nobenem trenutku ne
smejo biti negativna).

(a) Spsevdokodo ali rekurzivnimi enacbami podaj ¢im bolj u¢inkovit algoritem
za reSevanje zgornjega problema. Jasno naj bo, v kak§nem vrstnem redu
poteka racunanje ter kako sestavimo kon¢no resitev.

Namig: algoritem naj izracuna tako minimalna potrebna sredstva za zasedbo izbra-
nih mest, kot tudi sredstva, ki ostanejo na voljo po njihovi zasedbi.

(b) Oceni casovno zahtevnost svojega algoritma.
(c) Ssvojim algoritmom poisc¢i optimalno reSitev za podatke n =5 in

(si)3_ =1{8,10,9,11,9},
(t)5., =16, 4,7,12,3}.

Naloga 4.54. Vir: Izpit OR 2.6.2022

Lokalni prevoznik bo uvedel novo avtobusno progo. Trasa je Ze dolocena, v sode-
lovanju z ob¢ino pa Zelijo poiskati najprimernej$a mesta za postajalis¢a. Tako so
dolocili mozne lokacije postajaliSc, ki so predstavljene s Stevili v nara€ajocem
cena postavitve postajali§€a na lokaciji x; paje ¢; (1 =i < n). Da bi dosegli za-
dostno dostopnost avtobusnega prevoza, mora biti oddaljenost od vsake tocke x;
(1 =i = n) do najblizjega postajalisca (vklju¢no s tistima na xp in x,+1) najvec r
(za vmesne tocke to ne velja nujno - tj., lahko obstajajo take tocke y (x; < y < x;41,
0 < i < n), ki so do najblizjega postajalis¢a oddaljene za vec¢ kot r). Na ob¢ini Ze-
lijo torej dolociti, kje naj zgradijo postajalis¢a, da bodo skupni stroski ¢im manijsi
in da bodo dosegli zadostno dostopnost avtobusnega prevoza.

(a) Zapisi rekurzivne enacbe, s katerimi pois¢emo najmanjsi stroSek ustrezne

postavitve postajalis¢. Razlozi, kaj predstavljajo spremenljivke in v kakSnem
vrstnem redu jih racunamo.
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Namig: za vsako tocko x; zabeleZi, katera je zadnja tocka, ki je od nje oddaljena
strogo vec kot r.

(b) Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb. Svojo
oceno utemelji.

(c) Ssvojim algoritmom poisc¢i optimalno res$itev pri podatkih n =8, r =5 in

(x1)7_ = (0, 4,7,11,18,23,27,31,36,40)
(c)b,= (24, 7,29 6, 5 4

Naloga 4.55. Vir: Izpit OR 25.8.2020

Skupina #n prijateljev iSCe Studentska stanovanja v Ljubljani. Nasli so m stanovanj,
pri ¢emer je v i-tem stanovanju (1 < i < m) lahko najvecC k; stanovalcev, mese¢na
najemnina (skupaj s stroski) pa je c;j, Ce je v njem j stanovalcev (0 < j < k;).
Med stanovanja se Zelijo razporediti tako, da bodo skupaj placevali ¢im manj
najemnine.

(a) Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Izrazi ¢asovno
zahtevnost algoritma, ki sledi iz enacb, v odvisnosti od parametrov m in n.

(b) S svojimi rekurzivnimi enacbami resi problem pri podatkih n = 10, m = 4,
k1 =k =3, k3 = k4 = 4 in vrednostih ¢;; iz spodnje tabele.

1 2 3 4
0 0 0 0
510 440 550 700
580 560 600 720
640 700 680 740

- - 790 770

P = o
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1.5 Algoritmi na grafih

Naloga 5.1. Vir: Vaje OR 20.4.2016

Zasnuj podatkovno strukturo za grafe, ki temelji na matricni predstavitvi. Podat-
kovna struktura naj ima sledece metode:

* INIT(G): ustvarjanje praznega grafa

ADDVERTEX(G, u): dodajanje novega vozlis¢a

ADDEDGE(G, u, v): dodajanje nove povezave

DELEDGE(G, u, v): brisanje povezave

DELVERTEX(G, u): brisanje vozli§¢a

ADJ(G, u): seznam sosedov danega vozlisca

Za vsako od nastetih metod podaj tudi njeno ¢asovno zahtevnost v odvisnosti od

v %

Stevila vozlis¢, Stevila povezav in stopenj vhodnih vozlis¢. Oceni tudi prostorsko
zahtevnost celotne strukture.

Naloga 5.2. Vir: Vaje OR 20.4.2016

Zasnuj podatkovno strukturo za grafe, ki temelji na seznamih sosedov. Zapisi
metode kot pri nalogi 5.1 ter oceni njihovo ¢asovno zahtevnost in prostorsko
zahtevnost celotne strukture.

Naloga 5.3. Vir: Vaje OR 20.4.2016

Kako moramo spremeniti strukturi iz nalog 5.1 in 5.2, da bosta predstavljali
digrafe?

Naloga 5.4. Vir: Vaje OR 20.4.2016

Napisi algoritem, ki za vhodni graf G dolo¢i, ali ima trikotnik. Katero podatkovno
strukturo za grafe bos uporabil?

Naloga 5.5. Vir: Vaje OR 4.5.2016

Dan je digraf D = (V, E). Pravimo, da je vozli§¢e v € V zvezda digrafa D, ¢e ima
izhodno povezavo do vseh ostalih vozlis¢ in v digrafu D ni drugih povezav. Napisi
algoritem, ki poisce zvezdo danega digrafa, ce ta obstaja.
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Slika 14: Graf za nalogi 5.6 in 5.12.
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Slika 15: Graf za nalogo 5.8.

Naloga 5.6. Vir: Vaje OR 30.11.2016

Na grafu s slike 14 izvedi iskanje v $irino. V primerih, ko imas ve¢ enakovrednih
izbir, upoStevaj abecedni vrstni red. Za vsako povezavo doloci, ali se nahaja v
drevesu iskanja v §irino.

Naloga 5.7. Vir: Vaje OR 4.5.2016

Zapi$i algoritem, ki za vhodni graf G doloci njegov premer.

Naloga 5.8. Vir: Vaje OR 7.12.2016

S pomocjo Dijkstrovega algoritma doloci razdalje od vozli§¢a a do ostalih vozlis¢
v grafu s slike 15.

Naloga 5.9. Vir: Vaje OR 4.5.2016

Najbo G = (V, E) graf, za katerega so dolZine povezav dolocene s funkcijo ¢ : E — R
(tj., dolzine so lahko tudi negativne). Definirajmo $e funkcijo ¢’ : E — R tako, da
velja ¢'(e) = ¢(e) —min {[ (f) | f€eE } (dolZine, dolocene z ¢’, so torej nenegativne).
DokaZzi ali ovrzi: drevo najkrajsih poti, ki ga Dijkstrov algoritem ustvari ob vhodu
(G, ?"), je tudi drevo najkrajsih poti za graf G z dolzinami povezav, dolotenimi z
l.
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Slika 16: Graf za nalogi 5.13 in 5.25.

Naloga 5.10. Vir: [2, Exercise 4.13]

Denimo, da imamo neusmerjen graf G = (V, E), katerega vozli€a predstavljajo
mesta, povezave pa predstavljajo ceste, ki jih povezujejo. Za vsako povezavo e € E
poznamo njeno dolZino ¢, (v kilometrih).

Priti Zelimo iz mesta s v mesto ¢. V vsakem mestu je bencinska ¢rpalka, ob ce-
stah pa teh ni. Zal imamo na voljo samo star avto, ki lahko s polnim rezervoarjem
prepelje le L kilometrov.

(a) Zapisi algoritem, ki v linearnem casu poisce pot, ki jo lahko prevozimo z
na$im avtom, oziroma ugotovi, da ta ne obstaja.

(b) IzkaZe se, da z naSim avtom te poti ne moremo prevoziti, zato se odlo¢imo za
nakup novega. Zapisi algoritem, ki v ¢asu O(mlogn) dolo¢i najmanjse Stevilo
prevozenih kilometrov, ki naj jih avto zmore z enim polnjenjem, da bo pot od
s do t mogoca.

Naloga 5.11. Vir: Vaje OR 7.12.2016

Zasnuj razli¢ico Dijkstrovega algoritma za iskanje najkrajSe poti med vozlis§¢ema
sin t v grafu G, ki iskanje hkrati za¢ne v vozliicih s in ¢. Kdaj naj se iskanje konca
in kako naj se poisce resitev?

Naloga 5.12. Vir: [2, Exercise 3.1]

Na grafu s slike 14 izvedi iskanje v globino. V primerih, ko imas ve¢ enakovrednih
izbir, upostevaj abecedni vrstni red. Za vsako povezavo doloci, ali se nahaja v
drevesu iskanja v globino.

Naloga 5.13. Vir: Vaje OR 21.5.2018

S pomocjo Bellman-Fordovega algoritma doloci razdalje od vozlis¢a a do ostalih
vozlis¢ v grafu s slike 16.
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Slika 17: Graf za nalogo 5.14.

Naloga 5.14. Vir: Vaje OR 7.12.2016

Dan je usmerjen aciklicen graf s slike 17.
(a) Poisci topolosko ureditev vozliS¢ zgornjega grafa.
(b) Poiscinajkraj$o pot od vozlis¢a g do vozlisca e.

(c) PoiscinajdaljSo pot od vozlisca g do vozlisca e.

Naloga 5.15. Vir: Kolokvij OR 9.5.2013

Oviratlon je tekalna preizkusnja na 8 do 10 kilometrov dolgi poti z razlicnimi
ovirami. Zanima nas, na koliko razli¢nih nac¢inov lahko pridemo od §tarta do cilja.
Dan je uteZen usmerjen aciklicen graf G ter vozlis¢i s in ¢, ki predstavljata Start
oziroma cilj. UteZi na povezavah nam predstavljajo, na koliko nacinov jih lahko
preckamo.

(a) Zapisi algoritem, ki resi dani problem. Kaks$na je njegova ¢asovna zahtevnost?

(b) Resinalogo za graf s slike 18.

Naloga 5.16. Vir: Vaje OR 14.12.2016

Zapisi celostevilski linearni program, ki dolo¢i topolosko urejanje grafa.

Naloga 5.17. Vir: Vaje OR 14.12.2016

Zapisi algoritem, ki ugotovi, ali ima graf ve¢ kot eno topolosko ureditev.
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Slika 18: Graf za nalogo 5.15.

Naloga 5.18. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Lovec na zaklade se z bogatim ulovom vraca iz Kalifornije nazaj domov v Chicago,
pri cemer mora seveda preckati Divji zahod. Potoval bo s kocijo, pri ¢emer bo
vsak dan potoval med dvema mestoma in nato prespal. Zaradi varnosti se bo
drzal samo drZavnih cest, ki so varne. Toda mesta, kjer bo prespal, niso povsem
varna. Za vsako mesto pozna verjetnosti, da ga tam ne bodo oropali (te so med
seboj neodvisne). Tako bi Zelel nacrtovati najvarnej$o pot domov — torej pot z
najvecjo verjetnostjo, da ga pri nobenem postanku ne bodo oropali.

(a) Mesta in ceste med njimi lahko predstavimo z vozlis¢i in povezavami v ne-
usmerjenem grafu G, verjetnosti pa kot teZe vozlis¢. Opisi, kako lahko za dani
graf G z utezenimi vozlis¢i u¢inkovito pois¢emo ustrezno pot med danima
vozli€ema s in ¢ z uporabo variante Dijkstrovega algoritma, ter utemelji
njegovo ustreznost. Lahko predpostavis, da sta teZi zacetnega in kon¢nega
vozlisc¢a enaki 1.

(b) Resiproblem za graf s slike 19, pri cemer naj se pot zatne v LA in kon¢a v CH.
Zadostovalo bo, Ce verjetnosti racunas na 3 decimalke natanc¢no.

Naloga 5.19. Vir: Izpit OR 15.3.2017

Dan je usmerjen graf G = (V, E) s pozitivnimi dolZzinami povezav. Dano imamo §e
vozlisce s € V ter vrednost §, za vsako vozli§¢e v € V. Natan¢no opisi algoritem (z
besedami ali psevdokodo), ki v ¢asu O(m) (kjer je m = |V|+|E|) preveri, ali velja
0y =dg(s,v) zavse v € V —t,j., vlinearnem Casu preveri, ali so vrednosti §, enake
razdalji med vozlis€ema s in v v grafu G.

Lahko predpostavis, da so vsa vozlis¢a grafa G dosegljiva iz vozlis¢a s. Uteme-
lji pravilnost meje za ¢asovno zahtevnost algoritma.
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Slika 19: Graf za nalogo 5.18.
Naloga 5.20. Vir: Izpit OR 10.7.2017

Z elektritnim vozilom se odpravljamo na pocitnice. Vozilo moramo vsako no¢
napolniti, zato smo si pripravili seznam krajev in cestnih povezav med njimi,
ki jih lahko prevozimo v enem dnevu. Poiskati Zelimo pot od zacetne tocke do
destinacije, ki bo imela ¢im manjs$e Stevilo postankov (tj., bo trajala ¢im manj
dni).

(a) Predstavi problem v jeziku grafov in predlagaj algoritem za njegovo resevanje.

(b) Na koncu pocitnic razmi$ljamo o poti nazaj. Spet bi radi naredili ¢im manj
postankov, a se pri tem ne Zelimo ustaviti v nobenem kraju, kjer smo se
ustavili na poti naprej. Dopolni zgornji algoritem, da bo nasel §e ustrezno pot
nazaj.

(c) Spomocjo zgornjih algoritmov poisc¢i najkrajso pot od LJ do AM in najkrajSo
pot nazaj v grafu s slike 20, ki ne gre ez kraje iz prejSnje poti.

Naloga 5.21. Vir: Kolokvij OR 11.6.2018

Dan je povezan neusmerjen enostaven graf G = (V, E) (tj., brez zank in veckratnih
povezav). Prerezno vozlis¢e v grafu G je tako vozlisce u € V, da graf G — u (., graf
G brez vozlis¢a u in povezav s krajisS¢em v u) ni ve¢ povezan. Poiskati Zelimo
seznam prereznih vozlis¢ grafa G.

Pri iskanju si bomo pomagali s preiskovanjem v globino. Ob prvem obisku
vozli€a u s predhodnikom v se tako poklice funkcija PREVISIT(u, v), ob njego-
vem zadnjem obisku pa funkcija POSTVISIT(u, v). Ce je u koren preiskovalnega
drevesa, potem ima v vrednost NULL. Predpostavi, da ima$ v obeh funkcijah
dostop do seznama izhod, kamor bo treba dodati najdena prese¢na vozlis¢a. Prav
tako imata lahko obe funkciji dostop do drugih pomoznih spremenljivk.
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Slika 20: Graf za nalogi 5.20 (brez utezi) in 5.23.

Naj bo ¢,, globina vozlis¢a u v drevesu iskanja v globino (tj., razdalja od korena

do u v drevesu iskanja v globino). Za vsako vozlis¢e u definiramo vrednost p,,
kot najmanj$o globino vozlis¢, ki so v grafu G sosedna (ali enaka) vozlis¢u u ali
njegovim potomcem v drevesu iskanja v globino.

(a

(b)

(9]

(d)

(e

Za graf na sliki 21 narisi drevo iskanja v globino (v njem oznaci tudi povratne
povezave, npr. s rtkano ¢rto) in dolo€i njegova prerezna vozlis¢a. UpoStevaj
abecedni vrstni red obiskovanja vozli§¢. Za vsako vozlis¢e u dolo¢i Se vredno-
sti ¢, in py,.

Namig: vrednosti p, najprej dolo¢i za vozlis¢a z vecjo globino.

Napisi rekurzivno formulo za vrednost p,,.
Namig: lo¢i med sosedi v vozliSca u v grafu G (piSes lahko u ~ v) in njegovimi
neposrednimi nasledniki w v preiskovalnem drevesu (u — w).

Natancno opisi funkcijo PREVISIT(u, v) (z besedami ali psevdokodo), ki po-
skrbi za izrac¢un vrednosti .

Natan¢no opisi funkcijo POSTVISIT(u, v) (z besedami ali psevdokodo), ki naj
za vozlis€e u izracuna vrednost p,, in ugotovi, ali je u prerezno vozlisce, in
ga v tem primeru doda v izhod. Predpostavi, da ima§ globine vozli§¢ Ze
poracunane.

Namig: obravnavaj dve moznosti - ko je u koren drevesa, in ko u ni koren drevesa.
Kako v vsakem od teh primerov ugotovis, ali je u prerezno vozlisce?

Oceni tasovno zahtevnost celotnega algoritma.
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Slika 21: Graf za nalogo 5.21.

Slika 22: Graf za nalogo 5.22.

Naloga 5.22. Vir: Izpit OR 5.7.2018

Dan je uteZen usmerjen aciklicen graf s slike 22.

(a) Poisci topolosko ureditev grafa s slike 22.
(b) Poiscinajcenejso pot od vozlisca s do vozlisca t v grafu s slike 22.

(c) Najbo G = (V,E) usmerjen aciklicen graf z nenegativno uteZenimi poveza-
vami ter s, t € V njegovi vozlis¢i. Algoritem «f se po grafu G sprehaja po
naslednjem pravilu: zacne v vozli§¢u s, v vsakem koraku pa se iz vozlis¢a u
premakne v njegovega izhodnega soseda v z verjetnostjo

[uv

puu N Zu—»wéuw,

kjerje ¢, teZza povezave od u do v. Algoritem <« se ustavi, ko doseZe vozlice

L.

Natan¢no opisi (z besedami ali psevdokodo), kako bi v ¢asu O(m) (kjer je
m =|V|+|E|) za vsako vozlis¢e u € V dolocil verjetnost q,, da algoritem
obisce vozlisce u. Verjetnosti za graf s slike 22 ni potrebno racunati.
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Naloga 5.23. Vir: Izpit OR 28.8.2018

Odpravljamo se na pot, ki bo trajala ve¢ dni. Pripravili smo si seznam krajev in
povezav med njimi, ki jih lahko prevozimo v enem dnevu. Za vsako povezavo
poznamo stroske prevoza, prav tako pa za vsak kraj poznamo $e stroske nocitev.
Poiskati Zelimo ¢im cenej$o pot od zacetne tocke do destinacije (tj., skupna cena
prevozov in nocitev naj bo ¢im manjsa).

(a) Predstavi problem v jeziku grafov in predlagaj ¢im bolj u¢inkovit algoritem za
njegovo resevanje.

(b) S pomocjo zgornjega algoritma poisci najcenejso pot od L] do BX v grafu s
slike 20. Na povezavah so napisani stroski prevozov med krajema (veljajo za
obe smeri), pri vozli$¢ih pa stroski prenocitve v kraju.

Naloga 5.24. Vir: Kolokvij OR 19.11.2009

Naj bo G graf z utezZenimi povezavami, kjer so utezi nenegativne. Dokazi ali ovrzi
naslednje trditve:

(a) Ce v grafu obstaja enoli¢na najkrajsa povezava, potem je ta povezava vsebo-
vana v vsakem drevesu najkrajsih poti.

(b) Ce v grafu obstaja enoli¢na najkrajsa povezava, potem je ta vklju¢ena v vsako
minimalno vpeto drevo.

(c) Najbo e povezava v grafu G, ki je izmed povezav na nekem ciklu C najdaljsa.
Ce iz G odstranimo povezavo e, dobimo graf G'. PokaZi, da je poljubno
minimalno vpeto drevo v G’ tudi minimalno vpeto drevo v G.

Naloga 5.25. Vir: Vaje OR 17.5.2021

S pomocjo Floyd-Warshallovega algoritma pois¢i najkrajSe poti med vsemi pari
vozlis¢ v grafu s slike 16.

Naloga 5.26. Vir: Kolokvij OR 19.11.2009

Zaradi naravnih nesrecC so reSevalci prejeli klice za n ponesrecenih oseb iz razlic-
nih lokacij, ki jih je potrebno prepeljati v k bolni$nic po danem cestnem omreZju.
Ponesrecence lahko prepeljemo do bolni$nic, ki so oddaljene za najve¢ pol ure
urgentne voZnje (za dane ponesrecence imamo torej v sploSnem vec izbir za
bolnisnice). Da pa bolni$nic ne bi preobremenili, zahtevamo, da v vsako bolnis-
nico pride najvec [7] ponesrecencev. Zanima nas, ali je to izvedljivo. Modeliraj
problem in ga prevedi na kakSen znan problem.
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Slika 23: Graf za nalogo 5.27.

Naloga 5.27. Vir: Kolokvij OR 19.11.2009

Janez je prekaljen poslovnez, ki hoce vedno zasluziti kar najve¢. A Janez lahko
naenkrat prevzame le en posel. Ce se en posel zatne med izvajanjem nekega dru-
gega posla, novega posla ne more prevzeti. Poslovne priloZnosti so predstavljene
z grafom. Vozlis¢a predstavljajo stanja, v katerih Janez izbira med posli, izhodne
povezave iz vsakega vozli§¢a pa predstavljajo posle, ki se jih lahko loti. Cene
povezav predstavljajo dobicek pri poslu oziroma izgubo, Ce je cena negativna
(v€asih je potrebno sprejeti tudi kak posel, ki nosi izgubo, da se lahko prebijemo
do dobickonosnega posla ...). Vvsakem stanju lahko Janez izbere katerega koli
izmed poslov, ki pripadajo izhodnim povezavam. Tekom svoje poslovne kariere
se lahko Janez v dolo€enem stanju znajde tudi veckrat. Janez se trenutno nahaja
v izbranem vozlis¢u grafa.

(a) Za poljuben graf poslovnih priloznosti ugotovi, kakSen problem moras na
njem resiti, da bo§ lahko pravilno svetoval Janezu, da bo uresnicil svoje po-
slovne ambicije. Predlagaj algoritem, s katerim resi$ problem, in oceni ¢a-
sovno zahtevnost predlagane resitve. Janeza med drugim Se posebej zanima,
ali mu graf poslovnih priloZnosti zagotavlja stalno pridobivanje poslov in
dobickonosno poslovanje za celo kariero.

(b) Za graf poslovnih priloZnosti s slike 23 izberi ustrezen algoritem in ga izvedi
ter izracunaj, koliko najvec¢ lahko zasluzi Janez, e “vstopi vigro” v stanju a
ali b. Upostevaj lastnosti spodnjega grafa in navedi, kateri algoritem je to.
Ali graf predstavlja poslovne priloZznosti, ki bodo Janezu zagotovile trajno
dobickonosno poslovanje?
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Naloga 5.28. Vir: Izpit OR 5.2.2010

Neusmerjeno omreZje G s pozitivnimi razdaljami na povezavah razdelimo na dve
disjunktni mnozici vozlis¢ A in B, ki pokrivata vsa vozlis¢a. Naj bo e najkrajsa
povezava z enim krajis¢em v A in drugim v B. PokaZi ali ovrzi:

(a) VsakanajkrajSa pot med kakim vozli§¢em iz A in kakim vozli§¢em iz B vsebuje
povezavo e.

(b) Obstaja najkraj$a pot med nekima vozlis¢ema v grafu G, ki vsebuje povezavo
e.

(c) Zavsak par vozlis¢ a € Ain b € B obstaja najkrajsa pot, ki vsebuje povezavo e.

Naloga 5.29. Vir: Izpit OR 28.6.2010

Na univerzi na grSkem otoku Lenoritas so zaradi gospodarske krize uvedli var-
cevalne ukrepe, ki vklju¢ujejo tudi nov rezim placevanja za izpite, ki jih pazijo
asistenti. Asistentom sta ostali le dve boniteti: nadomestilo za izvedbo strnjenega
zaporedja izpitov ter nadomestilo za vsako “luknjo”, daljSo od pol ure, med str-
njenimi zaporedji izpitov. Ostale bonitete, kot so trinajsta in Stirinajsta placa ter
dodatek za to¢nost na delovnem mestu, je univerza pred kratkim ukinila. Tako
se univerzi splaca, da uporabi ¢im manj asistentov, ki pazijo strnjena zaporedja
izpitov brez “lukenj”. Za vsak dan so termini izpitov podani v naprej. Podatki za
ponedeljek so (7,8), (8,9), (9,10), (8,12), (10,13), (12,15), (13,15), (9,12), (7,10).

Ne glede na ekonomicnost se je dekan odlocil, da bo v ponedeljek vodji
sindikata asistentov dr. Dusanikusu Semolitakisu zagodel in mu dal kar najdaljse
mozno strnjeno zaporedje izpitov. Izberi ustrezen algoritem za izvedbo te naloge
s kar se da najboljSo ¢asovno zahtevnostjo (in jo tudi navedi), ter s pomocjo
le-tega resi dekanov “problem” za ponedeljek.

Nadaljevanje sledi v nalogi 8.3.

Naloga 5.30. Vir: Izpit OR 15.9.2010

Z usmerjenim grafom je podano omrezZje enosmernih prehodov med letaliskimi
terminali (glej npr. sliko 45). Nacrtovalci niso ¢isto gotovi, ali je mozno prehajati
med vsemi terminali. Predlagaj algoritem, ki bi ugotovil, ali je vedno mozen
prehod med poljubnima izbranima terminaloma. Kak$na je ¢asovna zahtevnost
predlaganega algoritma?

Nadaljevanje sledi v nalogi 8.5.

Naloga 5.31. Vir: Kolokvij OR 25.11.2010

Napisi psevdokodo algoritma, ki v aciklicnem usmerjenem grafu presteje Stevilo
poti od danega vozliica s do vseh vozlis¢ grafa. Algoritem nato uporabi na grafu s
slike 24.
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Slika 24: Graf za nalogo 5.31.

Slika 25: Graf za nalogo 5.32.

Naloga 5.32. Vir: Kolokvij OR 25.11.2010

Otoke z grafa na sliki 25 Zelimo povezati z mostovi, tako da bo skupna cena
gradnje ¢im manjSa. Cena gradnje mostu je milijon evrov na kilometer (razdalje
v kilometrih so oznacene na sliki; na povezavah, ki niso narisane, zaradi teh-
ni¢nih preprek ne moremo zgraditi mostov). Med katerimi otoki naj zgradimo
mostove? Pri iskanju odgovora uporabi primeren algoritem in zapisi vse vimesne
rezultate. KakSen je odgovor, Ce je za vsak zgrajeni most potrebno dobiti potrdilo
inSpektorjev, ti pa za vsak pregled zaracunajo milijon evrov?

Naloga 5.33. Vir: Izpit OR 28.6.2011

Radi bi zgradili cesto med tockama s in . Stroski vsakega moZnega cestnega
odseka so prikazani na grafu na sliki 26. Kje naj poteka cesta, da bodo stroski
gradnje najmanjsi mozni?
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Slika 26: Graf za nalogo 5.33.

Naloga 5.34. Vir: Kolokvij OR 5.4.2012

Na kongresu se je zbralo n delegatov. Problem je v tem, da ne govorijo vsi skup-
nega jezika. Za vsakega delegata poznamo seznam jezikov, ki jih govori, skupaj s
stopnjo znanja za vsak posamicni jezik. Stopnja znanja je Stevilo med 1 in 100.
Stopnja 1 pomeni, da oseba jezik popolnoma obvlada, stopnja 100 pa pomeni, da
pozna zgolj nekaj osnovnih fraz. Recimo, da bi oseba A rada osebi B posredovala
neko sporocilo. Ce znata skupni jezik, se lahko pogovorita neposredno. Lahko pa
oseba A poslje sporocilo preko enega ali ve¢ posrednikov.

(a) Radibi, da oseba B prejme sporocilo v najkrajSem moZnem casu (pri cemer
lahko sporo¢ilo potuje preko enega ali ve¢ posrednikov). Ce osebi X in Y
govorita skupen jezik ter sta stopnji obvladovanja tega jezika sy za osebo
X in sy za osebo Y, prenos sporotila traja max{sy, sy} ¢asovnih enot. (Ce
dve osebi ne obvladata dovolj dobro skupnega jezika, si lahko pomagata
z opisovanjem pojmov, mahanjem rok, risanjem ipd.) Formuliraj zgornjo
nalogo kot problem iskanja najkrajSe poti v ustreznem grafu.

(b) Dan je naslednji seznam delegatov:

Delegat Jeziki
Frank (anglescina, 5), (Spanscina, 10), (ruscina, 80)
Ivan (ruscina, 5), (Spanscina, 20), (anglescina, 95)
Paul-Henri (francoscina, 5), (nemscina, 85), (anglescina, 95)
Brigitte (nizozemscina, 10), (nemscina, 15)
Andrej (slovenscina, 5), (nemscina, 10), (latin§¢ina, 90)
Wolfgang (nemscina, 5), (anglescina, 90)
Jafar (arabscina, 5), (ruscina, 10), (nizozemsc¢ina, 30), (francoscina, 80)

Kako lahko Frank najhitreje posreduje informacijo Wolfgangu?
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Slika 27: Graf za nalogo 5.35.

Naloga 5.35. Vir: Izpit OR 9.7.2012

Cmrlja Gaber in Bor slovita kot najhitrej$a letalca med ¢mrlji. Nedavno je Gaber
izzval Bora na dirko Cez travnik, kjer pot ni vnaprej dolocena. Bor je izziv sprejel
in dogovorila sta se za pravili:

¢ dolocila sta tocki s in ¢: zacneta v s, in kdor prvi pride v ¢, zmaga;

¢ dolocila sta tudi graf poti G, po katerih lahko letita. Povezave v tem grafu
sta dolocila tako, da je Cas letenja (Ce ni roZic na povezavi) od enega do
drugega krajisca za vse povezave enak (¢mrlja sta enako hitra). Vozlis¢a v
tem grafu pa sta dolocila tako, da na njih ne raste nobena rozica.

Znano je, da ce katerikoli ¢mrlj prileti do kake roZice, se na njej zadrZi enako
dolgo, kot potrebuje za prelet ene povezave brez rozic. RoZice izven poti bosta
¢mrlja z lahkoto spregledala, saj gre za prestizno tekmo.

Tvoja naloga je, da Gabru pomaga$ do zmage. Ce torej poznas graf G, vozlis¢i
sin t ter Stevilo roZic na vsaki povezavi, katero pot naj izbere?

(a) Prevedizgornji problem na kak znan problem in predlagaj znani algoritem, s
katerim ga lahko resis.

(b) Resiproblem za graf s slike 27, kjer oznake na povezavah povedo, koliko roZic
se nahaja vzdolz povezave.

Naloga 5.36. Vir: Izpit OR 4.9.2012

Zabec Rok in Zabica Neli Zivita v mlaki, na kateri plavajo lokvanjevi listi. Na enem
listu sedi Rok, na drugi strani mlake pa je list, na katerem pociva Neli. Rok bi
rad po listih priskakljal k Neli. Z enim skokom lahko premosti razdaljo najvec d.
Cisto vseeno mu je, koliko skokov naredi in koliko je skupna preskakana razdalja.
Ali jo lahko obis¢e? Lokvanjevi listi so podani kot seznam koordinat v R?. Listi so
majhni v primerjavi z razdaljami med njimi, zato jih lahko obravnavas kot tocke.
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Slika 28: Graf za nalogo 5.37.

(a) Formuliraj zgornji problem kot problem na grafih in predlagaj algoritem, s
katerim ga lahko resis.

(b) Resiproblem za d = 3 in lokvanje na koordinatah
0,0, 2,1, 4D, 2,49, (7,4, (1,6), (5,6), (3,8), (8,8),

pri cemer Rok sedi na lokvanju (0, 0), Neli pa na (8, 8).

Naloga 5.37. Vir: Izpit OR 14.6.2013

DruZina 8krata Bolfenka Zivi v rovih nekje na Pohorju. Odlo¢ili so se, da v sobane
napeljejo opticni internet. Ker je druzina velika, potrebujejo algoritem, s katerim
bi dolocili, po katerih rovih naj poteka opti¢ni kabel in kje naj se opti¢ni kabel
prikljuci na zunanje (“clovesko”) opti¢no omrezje. Dan je povezan graf G s pozi-
tivnimi uteZmi na povezavah. Vozlis¢a grafa so sobane, kjer Zelimo imeti dostop
do opti¢nega interneta, povezave nam povedo, kje lahko potegnemo kabel, utezi
na povezavah pa nam povedo ceno polaganja kabla (v guldih). Za vsako sobano je
znano, kolik$na je cena priklopa na zunanje opti¢no omrezje iz te sobane. Ker se
Skratje skrivajo, bodo naredili priklop na zunanji internet iz natanko ene sobane.
Pomagaj skratom najti rove, po katerih naj napeljejo opticni kabel, in sobano, iz
katere naj se prikljucijo na zunanji internet, da bo vsaka sobana imela dostop do
opti¢nega interneta in bo cena ¢im manjsa!

(a) Opisi algoritem, ki efektivno resi zgoraj opisani problem.

(b) Predlagani algoritem izvedi na grafu s slike 28. Stevilke pri vsakem vozlis¢u
pomenijo ceno priklopa na zunanje omreZje iz sobane.
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Slika 29: Graf za nalogo 5.38.

Naloga 5.38. Vir: Izpit OR 24.6.2013

Profesionalni programer je vladi Republike Slovenije prodal algoritem POoG. A
na pristojnem ministrstvu so pozabili, kdo je ta algoritem narocil, in zato ne
vedo, kaj naj bi algoritem vracal. V prospektu so zasledili naslednjo psevdokodo
algoritma:
Vhod: neusmerjen graf G = (V, E)
forve Vdo
obarvaj v sivo
end for
Q < nova vrsta
s<0
for ve Vdo
if v je siv then
s—s+1
Q.append(v)
while = Q.isEmpty() do
w — Q.pop()
for u € ADJ(G, w) do
if u je siv then
Q.append(u)
obarvaj u rumeno
end if
end for
end while
end if
end for
return s

(a) Algoritem izvedi na grafu s slike 29, tj., zabeleZzi vsako spremembo barve
nekega vozlica. Koliko je takrat vrednost Stevca?

(b) Kaj algoritem vraca? Odgovor utemelji.

(c) Kaksna je casovna zahtevnost algoritma? Odgovor utemelji.
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Slika 30: Graf za nalogo 5.39.

Naloga 5.39. Vir: Izpit OR 24.6.2013

Racunalnisko omrezje sestavlja n racunalnikov. Predstavljeno je z neusmerjenim
povezanim grafom G, ki ima na povezavah nenegativne utezi. UteZ na povezavi
uv nam pove, koliko ¢asa (v milisekundah) potrebuje informacija, da pride nepo-
sredno od racunalnika u# do racunalnika v. Vsak racunalnik potrebuje natanko
1 ms, da informacijo poslje naprej. Naj bo T, najkrajsi cas, v katerem lahko
racunalnik v dobi informacijo od racunalnika u. Ta ¢as vsebuje 1 ms, ki jo ra-
cunalnik u porabi za posiljanje informacije, in ne vsebuje 1 ms za racunalnik v,
saj slednjemu informacije ni ve¢ potrebno poslati naprej. Tudi nas racunalnik
je priklopljen na to omreZje — recimo, da je predstavljen z vozlis¢em s. Zanima
nas, kateri racunalnik od nas najkasneje dobi informacije, tj., pri katerem v je
doseZena maksimalna vrednost Ty, in kolik3en je ta maksimum.

(a) Opisi algoritem Casovne zahtevnosti najvec 0(n?), ki resi dani problem. Na
vhod naj sprejme graf G in vozlisce s.

(b) Resinalogo na grafu s slike 30 tako, da bo postopek jasen in pravilen.

Naloga 5.40. Vir: Izpit OR 24.6.2013

Potujoci trgovec Marco nacrtuje pot, na kateri bo imel kar najvecji dobicek.

Dan je usmerjen aciklicen graf G = (V, E) z uteZmi na povezavah. UteZi pred-
stavljajo dobicek na povezavi (oz. izgubo, Ce so negativne). Marco bo zacel svojo
pot v enem izmed vozli§¢ grafa in se po usmerjenih povezavah odpravil do konc¢-
nega vozlisca (zacetek in konec nista znana, moramo ju $e dolociti). Pomagaj
Marcu najti najbolj$o pot (vklju€no z zacetnim in kon¢nim vozli§¢em)! KakSen
dobicek silahko obeta?

(a) Opisialgoritem, ki redi dani problem, ter obravnavaj njegovo ¢asovno zahtev-
nost.
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Slika 31: Graf za nalogo 5.40.

Namig: uporabi dinami¢no programiranje, da bo tvoj algoritem tekel v ¢asu O(|E| +
V.

(b) Resinalogo za graf s slike 31 (razloZi, kako si prisel do rezultata, oz. jasno
oznaci vimesne rezultate).

Naloga 5.41. Vir: Izpit OR 5.6.2014

Dan je graf mest in cestnih povezav med njimi, prikazan na sliki 32. Predvidena
je obnova nekaterih cest, pri ¢emer je stroSek obnove sorazmeren z dolZino ceste.

(a) Doloci ceste, ki jih je potrebno obnoviti, da bo stroSek obnove ¢im manijsi,
ter da bo med poljubnima dvema mestoma obstajala povezava preko samih
obnovljenih cest.

(b) ZaradiniZanja stroSkov preuci Se naslednjo moznost. Doloci ceste, ki jih je
potrebno obnoviti, da bo strosek obnove ¢im manjsi, ter da bo med poljub-
nima dvema mestoma obstajala povezava preko samih obnovljenih cest in
najve¢ ene neobnovljene ceste.

Naloga 5.42. Vir: Izpit OR 12.5.2016

Napisi algoritem, ki na vhod sprejme neusmerjen graf G = (V, E) in povezavo
e € E ter pove, ali obstaja cikel v G, ki vsebuje povezavo e.
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Slika 32: Graf za nalogo 5.41.

Naloga 5.43. Vir: Izpit OR 29.8.2017

Peter zakljucuje studij na Fakulteti za alternativno znanost. Opravil je Ze vse
obvezne predmete, za pristop k zaklju¢nemu izpitu pa mora opraviti Se nekaj
izbirnih predmetov. To bi rad storil ¢im hitreje. V tabeli 2 so naSteti izbirni
predmeti skupaj s trajanjem (v tednih, od pristopa do uspes$nega opravljanja) in
predmeti, h katerim lahko pristopi po uspesnem opravljanju. K predmetom a, ¢
in f lahko pristopi Ze takoj, za pristop k ostalim predmetom pa zadostuje, Ce je
opravljen eden od pogojev.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.

(b) Katere predmete naj Peter opravi, da bo lahko ¢im prej pristopil k zakljuc-
nemu izpitu? Koliko ¢asa bo za to potreboval? Natan¢no opisi postopek
iskanja odgovora.

Naloga 5.44. Vir: Kolokvij OR 3.6.2019

Dan je neusmerjen utezen graf G = (V, E) z nenegativnimi cenami povezav L,
(e € E). Naj bosta A in B disjunktni mnoZici povezayv, tako da velja E = AU B.
Zelimo najti najcenej$o alternirajoco pot med danima vozlis¢ema s, t € V — torej
taksno, v kateri se povezave iz A in iz B izmenjujejo (ni pomembno, ali zatnemo
oziroma kon¢amo s povezavo iz mnoZice A ali B). Posamezno vozliice se lahko v
alternirajoci poti pojavi tudi veckrat.
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Oznaka | Predmet Trajanje Zadosten pogoj za
a Alternativna zgodovina 5 i,j
b Astroloski praktikum 7 d,g
c Diskretna numerologija 9 b
d Filozofija magije 4 z
e Kvantno pravo 8 b h
f Postmoderna ekonomija 4 e
g Telepatija in telekineza 5 z
h Teorija antigravitacije 4 g
i Teorije zarote 5 h
j Ufologija II 10 k
k Uvod v kriptozoologijo 6 z
z Zakljucni izpit / /

Naloga 5.45.

Tabela 2: Podatki za nalogo 5.43.

Slika 33: Graf za nalogo 5.44(b).
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(a) Predlagaj ¢im ucinkovitejsi algoritem za reSevanje danega problema. Kaksna
je njegova Casovna zahtevnost?
Namig: grafu G priredi usmerjen graf G, v katerem bodo vse poti od s do ¢ ustrezale
alternirajo¢im potem v G. Po potrebi lahko vozli¢a tudi podvojis.

(b) S svojim algoritmom poi$¢i najcenejso alternirajoco pot od s do ¢ v grafu s
slike 33. Povezave iz mnoZice A so oznacene s polno, povezave iz mnoZice B
pa s ¢rtkano Crto. Iz resitve naj bo jasno, kako poteka izvajanje algoritma.

Vir: Kolokvij OR 3.6.2019

Neodvisna mnoZzica vozlis¢ grafa G = (V, E) je taka mnoZica S < V, da sta poljubni
vozli§¢i iz mnoZice S nesosedni v G, torej uv ¢ E za vsaka u, v € S.



Slika 34: Drevo za nalogo 5.45(e).

Dano je drevo T = (V, E) in uteZi vozliS¢ ¢, (v € V). Vdrevesu T Zelimo najti

najtezjo neodvisno mnozico — torej tako mnozico vozlis¢ S < V, ki maksimizira
vsoto njihovih utezi, torej vrednost )¢5 cy.

(a

(b)

(©

(d)
(e

Denimo, da je drevo T podano kot neusmerjen graf, predstavljen s seznami
sosedov. Razlozi, kako lahko sestavi$ slovar pred, ki za vsako vozlis¢e v € V
doloca njegovega prednika, Ce za koren izbere$ vozlisce r € V. Koren r je
lahko izbran poljubno, zanj pa velja pred[r] = NULL. Kako iz seznamov
sosedov in slovarja pred ugotovimo, katera vozlis¢a so neposredni nasledniki
danega vozli$ca v drevesu?

Napisi rekurzivne enacbe za reSevanje problema najteZje neodvisne mnoZice
vdrevesu T. RazloZi, kaj predstavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem
redu jih racunamo, ter kako dobimo optimalno resitev. Predpostavis lahko, da
imas poleg seznamov sosedov in uteZi vozliS¢ drevesa T na voljo tudi slovar
pred kot v tocki (a).

Namig: za vsako vozliS¢e uporabi dve spremenljivki — eno za primer, ko je vozlisce
izbrano, in eno za primer, ko ni.

Natanc¢no opisi postopek (z besedami ali psevdokodo), ki iz zgoraj izracuna-
nih vrednosti sestavi najteZjo neodvisno mnozicov T.

Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma iz tock (b) in (c).

S svojim algoritmom pois$c¢i najtezjo neodvisno mnozico na drevesu s slike 34.
Iz resitve naj bo jasno, kako poteka izvajanje algoritma.

Naloga 5.46. Vir: Izpit OR 19.6.2019
Trg mobilne telefonije je zelo konkurencen, zato si mobilni operaterji na vse
kriplje prizadevajo pridobiti stranke svojih konkurentov. Tako zelo, da lahko v ne-
katerih primerih stranka s prehodom h konkurentu celo zasluzi. Da pa vendarle
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Slika 35: Graf za nalogo 5.46.

operaterji sami ne bi imeli prevelike izgube, stranke zadrzujejo z razlicnimi veza-
vami, poleg tega pa novim strankam (tistim, ki $e niso imele mobilnega telefona)
krepko zaracunajo priklop.

Stanje trga zberemo v uteZen usmerjen graf G = (V, E), kjer vozli§¢a predstav-
ljajo operaterje, utez L,,, povezave uv € E pomeni stroSek prehoda od operaterja
u k operaterju v, utez c¢, vozlis¢a v € V pa pomeni strosek, ki nastane tekom
trajanja vezave pri operaterju v (ko preidemo k operaterju v, imamo torej ¢,
dodatnih stroskov). Ce povezave uv ni v grafu, potem neposreden prehod od
u k v ni mogoc¢. UteZi vozliS§¢ so nenegativne, uteZi povezav pa so lahko tudi
negativne (tj., Ce ob prehodu zasluzimo). Poiskati Zelimo najcenejse zaporedje
prehodov med operaterji (tj., tako, pri katerem imamo najmanj stroskov), ce
zactnemo pri operaterju s in kon¢amo pri operaterju ¢.

(a) Predlagaj ¢im bolj u¢inkovit algoritem za reSevanje zgornjega problema. Kak-
$na je njegova Casovna zahtevnost? Lahko predpostavis, da velja ¢; = ¢; = 0.

(b) Denimo, da trenutno §e nimamo mobilnega telefona. Nasi izracuni kaZejo,
da je dolgoro¢no najugodnejsa ponudba operaterja Rega, tako da biradi s
¢im manj$imi stroski postali njihov naro¢nik. S pomocjo algoritma iz tocke
(a) poisci ustrezno zaporedje prehodov na grafu s slike 35.

Naloga 5.47. Vir: Izpit OR 4.6.2020

ev v

vozli§Ce s € V. Za vsako vozlis€e v € V nas zanima, koliko najkrajsih poti od s do
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Slika 36: Graf za nalogo 5.47.

vje v grafu G (4., koliko je tak$nih poti od s do v, katerih dolZina je enaka razdalji
med s in v v grafu G).

(@) Cim bolj natanc¢no opisi algoritem, ki resi zgornji problem v ¢asu O(m).

(b) Uporabi svoj algoritem, da za vsako vozlisce v grafu s slike 36 poisces Stevilo
najkrajsih poti od vozli§€a i. Natancno zabeleZi, kaj se zgodi v vsakem koraku
algoritma.

Naloga 5.48. Vir: Izpit OR 22.6.2020

Vecja skupina prijateljev Zeli preziveti pocitnice na jadrnici. Ker pa je na sami
jadrnici le manjse Stevilo lezis¢, so se odlocili, da bodo prenocevali na kopnem
vzdolZ poti (vklju¢no z zaCetnim in kon¢nim krajem). Sestavili so usmerjen acikli-
kraje, kjer se lahko ustavijo, vozli§¢i u, v € V pa sta povezani z usmerjeno pove-
zavo uv € E, ¢e lahko v enem dnevu plujejo od kraja u do kraja v. Zacetna in
konc¢na tocka poti sta predstavljeni z vozlis€ema s, t € V. Poleg tega za vsako
vozlis¢e u € V poznajo $e Stevilo k,, ki predstavlja, koliko oseb lahko prespi v
kraju u. Sestaviti Zelijo tako pot od s do ¢, da bo lahko na jadrnici potovalo ¢im
vec prijateljev (tj., maksimizirati Zelijo minimalno vrednost k; vseh obiskanih
krajev u na poti). Dolzina poti pri tem ni pomembna.

(a) Natan¢no opisi ¢im ucinkovitejsi algoritem (z besedami ali psevdokodo) za
reSevanje zgornjega problema in doloci njegovo ¢asovno zahtevnost.

(b) Uporabi svoj algoritem, da v grafu G = (V, E) s slike 37 poi$ces tako pot od KP
do DU, da bo lahko na jadrnici potovalo ¢im vecje Stevilo prijateljev. Vrednosti
ky, (u € V) so zapisane ob vsakem vozlis¢u. Natan¢no zabeleZi, kaj se zgodi v
vsakem koraku algoritma.
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Slika 38: Graf za nalogo 5.49(b).

Naloga 5.49. Vir: Kolokvij OR 3.6.2021
Dan je usmerjen uteZen graf G = (V, E) s cenami povezav c, (e € E) ter njegovo
vozlisCe s in celo Stevilo ¢ (0 = t < n =|V]). V grafu G Zelimo poiskati najkrajse
poti od vozli§¢a s do ostalih vozli§¢ grafa, ki vsebujejo najvec ¢ povezav.

(a) Predlagaj ¢im ucinkovitejsi algoritem za reSevanje danega problema. Kak$na
je njegova Casovna zahtevnost?
Opozorilo: pazi, da bo mogoce iz izhoda rekonstruirati vse Zelene poti.

(b) S svojim algoritmom poi3ci najkraj$e poti od vozlis¢a a do ostalih vozlis¢ v
grafu s slike 38, ki vsebujejo najvec 4 povezave. Iz resitve naj bo jasno, kako
poteka izvajanje algoritma.

Naloga 5.50. Vir: Kolokvij OR 3.6.2021

Prirejanje v grafu G = (V, E) je taka mnozica M < E, da je vsako vozlis¢e ue V
krajiCe najvec ene povezave iz M.
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Slika 39: Drevo za nalogo 5.50(d).

Dano je drevo T = (V, E) in uteZi povezav c, (e € E). Vdrevesu T Zelimo najti

najtezje prirejanje — torej tako mnozico povezav M < E, ki maksimizira vsoto
njihovih uteZi, torej vrednost }_ cp; Ce-

(a)

(b)

(9]

(d)

Napisi rekurzivne enacbe za reSevanje problema najteZjega prirejanja v dre-
vesu T. Razlozi, kaj predstavljajo spremenljivke, v kakSnem vrstnem redu jih
rac¢unamo, ter kako dobimo optimalno resitev. Predpostavi§ lahko, da imas
poleg seznamov sosedov in uteZi povezav drevesa T na voljo tudi tabelo pred
(glej nalogo 5.45(a)), ki za vsako vozlis¢e v € V doloca njegovega prednika,
Ce za koren izbere$ vozlis¢e r € V. Koren r je lahko izbran poljubno, zanj pa
velja pred[r] = NULL.

Namig: za vsako vozliS¢e uporabi dve spremenljivki — eno za primer, ko je vozlisce
krajis¢e povezave iz prirejanja, in eno za primer, ko ni.

Natan¢no opisi postopek (z besedami ali psevdokodo), ki iz zgoraj izracuna-
nih vrednosti sestavi najteZje prirejanje v T.

Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma iz tock (a) in (b).

S svojim algoritmom poiS¢i najteZje prirejanje na drevesu s slike 39. 1z resitve
naj bo jasno, kako poteka izvajanje algoritma.

Naloga 5.51. Vir: Kolokvij OR 2.6.2022

Dan je neusmerjen graf G = (V, E). Poiskati Zelimo oZino grafa, tj., zanima nas
dolZina najkrajSega cikla v grafu G. Tukaj kot cikel razumemo zaporedje razlicnih
vozliS€ uyuy ... ug, kjerje k=3 in u;_u; € E (1 <i <k, up = ug); dolzina takega
cikla je potem k. PrireSevanju tega problema si bomo pomagali s sledeco razli¢ico
iskanja v 8irino:
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function BFS2(G = (V,E), s€ V)
z — FALSE
S — {s}
T — {s}
i—1
while = T.isEmpty() do
N «— prazna mnozica
forue T do
for v € ADJ(G, u) do
if v ¢ S then
S.add(v)
N.add(v)
else if v € T then
return 27 — 1
else if v € N then
z «— TRUE
end if
end for
end for
if z then
return 2i
end if
T—N
i—i+1
end while
return co
end function

zastavica za sode cikle

mnozica obiskanih vozlis¢
trenutni nivo

trenutna globina

ponavljamo, dokler nivo ni prazen
naslednji nivo

gremo Cez vozli¢a na trenutnem nivoju
pregledamo sosede u

Ce soseda prvi¢ obis¢emo,

ga oznacimo za obiskanega

in ga dodamo na naslednji nivo
Ce je sosed na istem nivoju,

smo nasli lih cikel

Ce je sosed na naslednjem nivoju,
smo nasli sod cikel

¢e smo nasli sod cikel, kon¢amo

naslednji nivo postane trenutni
povecamo globino

nismo nasli cikla

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

Najbo C = uj uy ... uy najkrajsi cikel v grafu G. Dokazi, da za poljubna i, j (1 <
i< j<k)velja, dasta u;ujy... uj_1Uj in UjU;—1 ... U U... Uj+ 1 Uj NajkrajSi
dve poti od u; do u; v grafu G.

Naj bo g dolzina najkrajSega cikla v grafu G in s vozlisce grafa G. Utemelji
sledeci trditvi:

¢ Klic funkcije BFS2(G, s) vrne vrednost, ki je vec¢ja ali enaka g.

* Ce vozlis¢e s lezi na najkrajsem ciklu v grafu G, potem klic funkcije
BFS2(G, s) vine g.

Natanc¢no opisi algoritem (z besedami ali psevdokodo), ki izracuna oZzino
danega neusmerjenega grafa G = (V, E). Tvoj algoritem lahko klice funkcijo
BFS2. Upostevaj, da veljajo trditve iz tock (a) in (b) (tudi, Ce nista reSeni).

Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma iz tocke (c) v odvisnosti od §tevila vozlis¢
in povezav grafa G = (V, E) (lahko uporabi$ standardne oznake n=|V|, m =
|V]+|El). Svojo oceno utemelji.

Na grafu G = (V, E) s slike 40 izvedi klic funkcije BFS2(G, a), pri Cemer uposte-
vaj abecedni vrstni red sosedov vsakega vozli§ca. Iz odgovora naj bo jasen
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Slika 40: Graf za nalogo 5.51(e).

potek algoritma (tj., za vsako spremembo naj bo jasno, v katerem koraku se
zgodi).

Naloga 5.52. Vir: Kolokvij OR 5.6.2023

Naj bo G = (V, E) neusmerjen graf s cenami povezav t, € R (e € E), tako da v grafu
ni negativnih ciklov (tj., za vsak cikel C v grafu G velja }_.cg () te 2 0, Kjer je E(C)
mnozica povezav v ciklu C).

Za razdaljo 0;(u, v) med vozli€ema u, v € V vzamemo ceno najcenejse poti
med uin v (tj., 0;(u, v) = min {ZeEE(p) te | P potmed uin v}, kjer je E(P) mnoZica
povezav v poti P). UteZena ekscentricnost €;(u) vozlis¢a u je najvecja razdalja
od u do ostalih vozlis¢ (tj., €;(u) = max{0,(u, v) | v € V}). Utezeni polmer r:(G)
grafa G potem definiramo kot najmanjSo uteZeno ekscentri¢nost, torej r;(G) =
min{e;(u) | ue V}.

(a) Predlagaj ¢im bolj u¢inkovit algoritem za dolocitev uteZenega polmera da-
nega grafa. Kolik3na je njegova ¢asovna zahtevnost? Pojasni tudi, kako bo
algoritem deloval, ¢e ni izpolnjen pogoj glede negativnih ciklov.

(b) S svojim algoritmom izracunaj uteZeni polmer grafa s slike 41. Iz odgovora
naj bo jasen potek algoritma (tj., za vsako spremembo naj bo jasno, v katerem
koraku se zgodi).

Naloga 5.53. Vir: Kolokvij OR 5.6.2023

V kriminalni zdruZbi so se odlo¢ili, da bodo iz bencinskih ¢rpalk v okoliskih
mestih poskusili ukrasti ¢im ve¢ bencina. V ta namen so si priskrbeli tovornjak
s predelano posodo za gorivo, ki lahko gorivo preusmeri v cisterno. V vsakem
mestu, kjer se bodo ustavili, bodo na bencinski ¢rpalki nacrpali vnaprej doloceno
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Slika 41: Graf za nalogo 5.52(b).

koli¢ino goriva, nato pa se odpeljali, ne da bi placali. Tovornjak se trenutno
nahaja v enem izmed mest — ker v njem trenutno ni ni¢ bencina, bodo torej prvi
rop izpeljali kar v tem mestu, nato pa se bodo lahko z na¢rpanim gorivom peljali
naprej (lahko predpostavis, da jim ga za tem ne bo zmanjkalo). Seveda bodo iz
vsakega mesta, kjer bodo kradli, za njimi poslali Serifove moZze, tako da se sme
med vsakima obiskanima mestoma tovornjak torej peljati le po najkrajsi poti
(sicer tvegajo, da jih bodo ujeli). Pot Zelijo koncati v eni od varnih tock, kjer lahko
tovornjak neopazno izgine in se tako izogne temu, da bi ga ujeli (lahko pa tudi
peljejo naprej in pot koncajo v drugi varni tocki). Cilj je torej, da v eno od varnih
tock pripeljejo ¢im vecjo koli¢ino bencina.

Cestno omrezje je predstavljeno z neusmerjenim grafom G = (V, E), tako da
lahko mnozico V zapiSemo kot unijo disjunktnih mnoZic A in B, kjer vozli§¢a iz
mnozice A predstavljajo mesta z bencinskimi ¢rpalkami, vozli§¢a iz mnozice B
pa varne tocke. Poleg tega poznamo Se nenegativne dolZine povezav med vozlisci
v kilometrih ¢, (uv € E) in nenegativne uteZi vozlis¢ t, (v € V), ki predstavljajo
koli¢ino bencina v litrih, ki jih lahko ukradejo v danem mestu, ter zacetno mesto
r € A in porabo p v litrih na kilometer. Lahko predpostavis, da velja ¢ > 0 in
ty=0zavsak v € B.

Ce povzamemo, is¢emo torej tako pot ugu; ... us v grafu G, daje u;ui1 ... uj
najkraj$a pot med vozliS¢ema u; in u; (1 <i<j<s)terup=rinus€ B, ki
maksimizira vrednost .7 _, (fy, = p€u;_,u;)-

(a) Predpostavimo, da je graf G drevo in da vzamemo vozlis¢e r za njegov koren.
Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema ter pojasni, v kate-
rem vrstnem redu racunamo spremenljivke, kako iz podatkov pridemo do
tega vrstnega reda, ter kako dobimo optimalno resitev. Kaksna je ¢asovna
zahtevnost celotnega algoritma?

(b) Uporabi algoritem iz tocke ()a), da resis problem za drevo s slike 42 pri vredno-
sti p =0.1. Vrednosti ¢, (uv € E) in t, (v € V) so prikazane pri povezavah
oziroma vozli§C€ih. Vozlis¢a (mesta) iz mnoZice A so prikazane z belo barvo,
vozli$ca (varne tocke) iz mnoZice B pa s sivo barvo. Treba je torej poiskati pot,
ki naj jo prevozijo, in koli€¢ino bencina, ki jo bodo pripeljali v varno tocko.
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Slika 42: Drevo za nalogo 5.53(b).

(c) Opisi algoritem, ki re$i dani problem za sploSen neusmerjen graf G (tj., ne
nujno drevo). Kaksna je njegova ¢asovna zahtevnost?
Namig: prevedi problem na problem iz tocke (a).
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faza | opis trajanje | pogoj || min. trajanje | cena za dan manj
a | gradnjakleti 10 dni / 7 dni 200
b | gradnja pritli¢ja 6 dni a 5 dni 100
¢ | gradnja prvega nadstropja 7 dni b, f 5 dni 150
d | gradnja strehe 8 dni c,e 6 dni 160
e | gradnja desnega podpornega stebra | 13 dni a 9 dni 250
f | gradnja glavnega podpornega stebra | 14 dni / 11 dni 240
g | gradnja baroc¢nega stolpa pred hiSo 30 dni / 25 dni 300

Tabela 3: Podatki za nalogi 6.1 (prvi §tirje stolpci) in 6.2.

1.6 CPM/PERT

Naloga 6.1.

Gradbinec in samooklicani arhitekt Brezzobec se je odlocil, da bo postavil zelo
posebno hi$o. Gradnja bo imela sedem glavnih faz, ki so opisane v tabeli 3.

(a)
(b)

(9]

(d)

Vir: Kolokvij OR 9.5.2013

Kdaj je lahko hisa najhitreje zgrajena? Katere faze so kriticne?

Koliko je kriti¢nih poti in katere so?

Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢no je opravilo, katerega
trajanje lahko najvec podaljSamo, ne da bi vplivali na trajanje gradnje.

Brezzobcev brat je ponudil pomoc¢ pri najvec eni fazi gradnje. Slovi po tem,
da pri fazi, pri kateri pomaga, zmanj3a ¢as izvajanja za 10%. Pri kateri fazi naj

pomaga, da bo ¢as gradnje ¢im krajsi?

Naloga 6.2.

Vir: Vaje OR 28.5.2018

Brezzobcev bratranec ima podjetje, ki lahko pomaga pri gradnji, vendar za vsak
dan krajSanja posamezne faze zahteva ustrezno placilo (glej zadnja dva stolpca
tabele 3). Brezzobca zanima nacin, kako bi s ¢im manjs$imi stroski ¢as gradnje
zmanj$al na 27 dni. ZapiSi linearni program za ta problem.

Naloga 6.3. Vir: Izpit OR 19.5.2015
Dinamika priprave dveh palacink z dvema kuharjema je opisana v tabeli 4.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.

(b) Doloci kriticna opravila in kriti¢no pot ter trajanje priprave.

(c) Katero opravilo je najmanj kriticno?
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aktivnost trajanje | predhodna opravila
a | nakup moke, jajc in mleka 5 min c
b | rezanje sira 3 min /
¢ | voZnja do trgovine 5 min /
d | ciScenje mesalnika 2 min e
e | meSanje sestavin 5 min a
f | pecenje prve palacinke 2 min e
g | mazanje prve palaCinke z marmelado | 1 min i
h | pecenje palacinke (s sirom) 3 min b, f
i | pomivanje posode 8 min g h
j | odpiranje marmelade 1 min /
Tabela 4: Podatki za naloge 6.3, 6.4 in 6.5.
Naloga 6.4. Vir: Vaje OR 18.5.2020

Dolo¢i skupne, proste, varnostne in neodvisne rezerve opravil iz naloge 6.3.

Naloga 6.5. Vir: Vaje OR 14.12.2016

Dolo¢i razpored opravil iz naloge 6.3, pri ¢emer en kuhar prevzame opravila na
kriti¢ni poti, drugi pa naj ¢im kasneje za¢ne in ¢im prej konca.

Naloga 6.6. Vir: [3, Problem 10.4-4]
Pri gradbenem podjetju razmisljajo, da bi se prijavili na razpis za prenovo avto-
cestnega viadukta. Identificirali so pet nalog, ki so opisane v tabeli 5.

Ce bodo izbrani za izvedbo del, si obetajo zasluzek v visini 250 000€. Ce del
ne bodo koncali v roku 11 tednov, bodo morali placati pogodbeno kazen v vi§ini
500000<.

(a) Zavsako opravilo dolo¢i pricakovano trajanje in varianco.
(b) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.
(c) Doloci pricakovano kriticno pot ter trajanje izvedbe.

(d) Oceni verjetnost, da se bo projekt zakljucil v 11 tednih. Naj se podjetje prijavi
na razpis?

Naloga 6.7. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Izdelati Zelimo terminski plan za izdelavo spletne aplikacije. V tabeli 6 so zbrana
opravila pri izdelavi.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.

(b) Doloci kriticna opravila in kritino pot ter ¢as izdelave.
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naloga | najkrajSe trajanje | najbolj verjetno trajanje | najdaljSe trajanje | predhodna opravila
a 3 tedni 4 tedni 5 tednov /
b 2 tedna 2 tedna 2 tedna a
c 3 tedni 5 tednov 6 tednov b
d 1 teden 3 tedni 5 tednov a
e 2 tedna 3 tedni 5 tednov b,d

Tabela 5: Podatki za nalogo 6.6.

opravilo | opis trajanje | pogoji
a natancna opredelitev funkcionalnosti 15 dni /
b programiranje uporabniskega vmesnika 40 dni k
c programiranje skrbniskega vmesnika 25 dni a,m
d programiranje strezniSkega dela 30 dni a,m
e integracija uporabniskega vmesnika s streznikom | 20 dni b,d
f alfa testiranje 20 dni ce
g beta testiranje 30 dni f,h
h pridobivanje testnih uporabnikov 45 dni a
i vnos zadnjih popravkov 10 dni g
j izdelava uporabniske dokumentacije 35 dni b
k dizajniranje uporabniSkega vmesnika 15 dni a
l nabava racunalniske opreme 20 dni /
m postavitev streznikov 10 dni 0

Tabela 6: Podatki za nalogo 6.7.

(c) Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢no je opravilo, katerega
trajanje lahko najbolj podaljS§amo, ne da bi vplivali na trajanje izdelave.

Naloga 6.8. Vir: Kolokvij OR 11.6.2018

Izdelati Zelimo terminski plan za organizacijo konference. V tabeli 7 so zbrana
opravila pri organizaciji.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga nari$i. Za trajanja opravil vzemi pric¢ako-
vana trajanja po modelu PERT.

(b) Doloci pricakovano kriticno pot in ¢as izdelave.

(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriticno je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljsamo, ne da bi
vplivali na celotno trajanje izvedbe.

(d) Doloci variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo izvedba trajala manj
kot 55 dni.
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Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje
a Izbira lokacije / 10 dni 13 dni 22 dni
b Rezervacija sob za goste f 13 dni 22 dni 25 dni
¢ | Dogovarjanje za cene hotelskih sob a 3 dni 6 dni 9 dni
d Narocilo hrane in pijace a 6 dni 15 dni 21 dni
e Priprava letakov ¢ j 5 dni 8 dni 11 dni
f Posiljanje letakov e 4 dni 4 dni 4 dni
g Priprava zbornika s povzetki d,j | 22dni 28 dni 31 dni
h Dolocitev glavnega govorca / 5 dni 8 dni 14 dni
i | Planiranje poti za glavnega govorca  a,h | 11 dni 14 dni 17 dni
j Dolocitev ostalih govorcev h 12 dni 15 dni 21 dni
k Planiranje poti za ostale govorce a,j 9 dni 12 dni 18 dni
Tabela 7: Podatki za nalogo 6.8.
opravilo | opis trajanje | pogoji || najmanjse trajanje | cena za dan manj
a izgradnja nosu 40 dni / 36 dni 1000
b izgradnja trupa s krili 50 dni / 48 dni 1500
c izgradnja repa 35 dni / 31 dni 800
d vgraditev pilotske kabine 30 dni a 28 dni 1200
e opremljanje potniske kabine | 18 dni f.g 16 dni 500
f povezovanje nosu s trupom 10 dni a,b 9 dni 1100
g povezovanje repa s trupom 12 dni b,c 10 dni 1300
h vgraditev motorjev 20 dni b 18 dni 1400

Tabela 8: Podatki za nalogo 6.9.

Naloga 6.9. Vir: Izpit OR 28.8.2018
Pri izdelavi letala imamo faze, opisane v tabeli 8.

(a) S pomocjo topoloske ureditve ustreznega grafa dolo¢i kriticna opravila in ¢as
izdelave. Uporabi podatke iz stolpca “trajanje”.

(b) Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢no jo opravilo, katerega
trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi vplivali na trajanje izdelave.

(c) Naro¢nik bi rad, da letalo izdelamo v 75 dneh. Posamezna opravila lahko
skrajSamo tako, da zanje zadolZimo vec delavcev. Seveda prinese tako kraj-
Sanje dodatne stroske, poleg tega pa za vsako opravilo poznamo najmanjse
mozZno trajanje (glej zadnja dva stolpca v zgornji tabeli). Zapisi linearni pro-
gram, s katerim modeliramo iskanje razporeda opravil, ki nam prinese ¢im
manjSe stroske. Linearnega programa ne resuj.
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aktivnost trajanje | predhodna opravila

a | postavitevstebral | 4 dni /

b | postavitevstebra2 | 3 dni d

¢ | postavitevstebra3 | 5dni h

d | postavitevstebra4 | 6 dni a,e

e | postavitev stene 1 4 dni a,g

f | postavitev stene 2 2 dni h,i

g | postavitev stene 3 2 dni /

h | postavitev stene 4 1dan /

i | postavitev stene 5 6 dni c

j | betoniranje plosce | 2 dni cef

Tabela 9: Podatki za nalogo 6.10.
Naloga 6.10. Vir: Izpit OR 28.8.2015

Gradimo objekt in Zelimo narediti opravila iz tabele 9, za katera vemo tudi, katera
druga opravila morajo biti predhodno izvedena.

(a) Opravila a—j dolocajo usmerjen aciklicen graf, kjer so povezave dolocene s
predhodnimi opravili. Narisi ta graf in ga topolosko uredi (lahko ga Ze narise$
topolosko urejenega).

(b) Doloci kriti¢na opravila, kriticno pot in trajanje gradnje.

(c) Katero opravilo je najmanj kriticno?

Naloga 6.11. Vir: Kolokvij OR 3.6.2019

Izdelati Zelimo terminski plan za izgradnjo manjSega stanovanjskega naselja. V
tabeli 10 so zbrana opravila pri gradnji.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga nari$i. Za trajanja opravil vzemi pri¢ako-
vana trajanja po modelu PERT.

(b) Dolo¢i pricakovano kriti¢no pot in ¢as izdelave.
(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriti¢cno je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi

vplivali na celotno trajanje izvedbe.

(d) Doloci variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo gradnja trajala manj
kot 180 dni.
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Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje
a | pridobitev gradbenega dovoljenja / 14 dni 14 dni 23 dni
b | pridobitev uporabnega dovoljenja f,g | 18dni 21 dni 30 dni
¢ | izgradnja komunalne infrastrukture a 40 dni 45 dni 59 dni
d postavitev temeljev a,i 28 dni 37 dni 46 dni
e izgradnja podpornega zidu a 7 dni 8 dni 12 dni
f izgradnja severne stolpnice ¢,d | 63dni 78 dni 99 dni
g izgradnja juZne stolpnice d,e | 75dni 84 dni 99 dni
h izgradnja otroskega igrisca ai 20 dni 29 dni 29 dni
i odstranitev rastja / 19 dni 22 dni 25 dni
Tabela 10: Podatki za nalogo 6.11.
opravilo | opis trajanje | pogoji || najmanjSe trajanje | cena za dan manj
a izgradnja juZnega prikljucka 45 dni / 40 dni 300
b izgradnja severnega prikljucka 20 dni / 15 dni 200
c vrtanje tunelske cevi 90 dni a,b 70 dni 700
d postavitev zahodnega stebra viadukta | 25 dni a 22 dni 1100
e postavitev vzhodnega stebra viadukta | 30 dni c 26 dni 1500
f gradnja cesti§¢a na viaduktu 35 dni d,e 28 dni 900
g ureditev napeljave v tunelu 80 dni c 65 dni 400
h asfaltiranje viadukta 10 dni f 8 dni 150

Tabela 11: Podatki za nalogo 6.12.

Naloga 6.12. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Gradbeno podjetje gradi avtocestni odsek na tezavnem terenu. Identificirali so
faze gradnje, ki so zbrane v tabeli 11.

(a) S pomocjo topoloske ureditve ustreznega grafa doloci kriticna opravila in ¢as
izdelave. Uporabi podatke iz stolpca “trajanje”.

(b) Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢no jo opravilo, katerega
trajanje lahko najbolj podaljS§amo, ne da bi vplivali na trajanje izdelave.

(c) Narocnik bi rad, da podjetje odsek zgradi v 200 dneh. Posamezna opravila
lahko skrajsajo tako, da zanje zadolZijo ve¢ delavcev. Seveda prinese tako kraj-
Sanje dodatne stroske, poleg tega pa za vsako opravilo poznamo najmanjse
mozno trajanje (glej zadnja dva stolpca v tabeli 11). Zapisi linearni program,
s katerim modeliramo iskanje razporeda opravil, ki nam prinese ¢im manjse
stroSke. Linearnega programa ne resuj.
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Naloga 6.13.

Tabela 12: Podatki za nalogi 6.13 in 6.14.

Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje
a dolocitev trase / 24 dni 30 dni 36 dni
b priprava trase za kronometer a 5 dni 6 dni 10 dni
c priprava trase za gorsko etapo a 20 dni 20 dni 26 dni
d | priprava trase za zaklju¢no etapo a 6 dni 7 dni 8 dni
e | pridobivanje tujih udelezencev a 16 dni 17 dni 21 dni
f | izvedba regionalnih kvalifikacij / 15 dni 18 dni 24 dni
g izvedba kronometra b,e,f | 1dan 1dan 1dan
h izvedba gorske etape c,8 1dan 1dan 1dan
i izvedba zaklju¢ne etape d,h | 1dan 1dan 1dan
j priprava zaklju¢ne prireditve e,f | 4dni 5 dni 6 dni

Vir: Izpit OR 27.8.2019

Izdelati Zelimo terminski plan za pripravo in izvedbo kolesarske dirke po Sloveniji.
V tabeli 12 so zbrana opravila pri projektu.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi. Za trajanja opravil vzemi pri¢ako-
vana trajanja po modelu PERT.

(b) Doloci pri¢akovano kriti¢no pot in ¢as izdelave.

(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriti¢cno je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi
vplivali na celotno trajanje izvedbe.

Naloga 6.14. Vir: Kolokvij OR 3.6.2021

Dolo¢i variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo projekt iz naloge 6.13
trajal manj kot 55 dni.

Naloga 6.15. Vir: Kolokvij OR 2.6.2022

Na Fakulteti za matematiko in fiziko bo izvedena prenova racunalniskega omrezja.
V Racunalniskem centru so tako identificirali opravila, ki jih bodo pri tem izvedli
—ta so zbrana v tabeli 13.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga nari$i. Za trajanja opravil vzemi pric¢ako-
vana trajanja po modelu PERT.

(b) Doloci pricakovano kriticno pot in ¢as izdelave.
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Tabela 13: Podatki za nalogo 6.15.

(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriticno je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljsamo, ne da bi

vplivali na celotno trajanje izvedbe.

(d) Doloci variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo projekt trajal manj

kot 105 dni.

Naloga 6.16.

Lotili se bomo prenove stanovanja, ki jo Zelimo izvesti v ¢im krajsem €asu. V

Vir: Kolokvij OR 5.6.2023

tabeli 14 so zbrana opravila, ki jih bo treba postoriti.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi. Za trajanja opravil vzemi pricako-

vana trajanja po modelu PERT.

(b) Dolo¢i pricakovano kriticno pot in pri¢akovani €as trajanja prenove.

(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriti¢cno je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi

vplivali na celotno trajanje izvedbe.

(d) Doloci variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo projekt trajal manj

kot 40 dni.
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Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje

a nabava omreZzne opreme b,d | 30dni 45 dni 60 dni
b pregled fizicnega stanja omreZja / 18 dni 20 dni 40 dni
c popis racunalnikov v omrezju / 20 dni 20 dni 26 dni
d nacrtovanje prenovljene sheme omreZzja c 6 dni 7 dni 8 dni

e zamenjava osrednjih usmerjevalnikov a 2 dni 3 dni 4 dni

f polaganje novih kablov d 5 dni 8 dni 11 dni
g | postavitevvzporednega brezziCnega omrezja  a, 12 dni 18 dni 30 dni
h preklop na novo brezZi¢no omrezje e,g | ldan 2 dni 3 dni

i testiranje nove postavitve h 7 dni 9 dni 14 dni
j odpravljanje napak i 1dan 7 dni 10 dni
k odstranitev stare opreme h 8 dni 10 dni 12 dni



Tabela 14: Podatki za nalogo 6.16.
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Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje
a | odstranjevanje starega pohistva / 4 dni 5 dni 12 dni
b nabava novega pohistva / 18 dni 20 dni 40 dni
c montaza novega pohistva b,f | 9dni 12 dni 15 dni
d prenova elektricne napeljave a 4 dni 10 dni 10 dni
e vrtanje v zunanjo steno / 1dan 1dan 4 dni
f beljenje sten d 3 dni 4 dni 5 dni
g montaza klimatske naprave e,f | 1dan 3 dni 5 dni
h CisCenje c,e | 2dni 2 dni 2 dni
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1.7 Upravljanje zalog

Naloga 7.1. Vir: [3, Problem 19.3-2]

V trgovini vsak teden prodajo 600 Skatel toaletnega papirja. Vsako narocilo stane
25€, za posamezno $katlo pa trgovina placa 3€. Cena skladi$cenja posamezne
skatle je 0.05€ na teden.

(a) Denimo, da primanjkljaj ni dovoljen. Kako pogosto naj trgovina naroca
toaletni papir? Kako velika naj bodo narocila?

(b) Kaj pa, e dovolimo primanjkljaj, ki nas stane 2€ na teden za vsako Skatlo?

Naloga 7.2. Vir: [1, Naloga 10.7]

Tovarna Mitsuzuki nacrtuje, da bo naslednje leto izdelala 10000 stereo televizorjev.
Odlocijo se, da zvo¢nikov ne bodo izdelovali sami, ampak jih bodo (po dva za
vsak televizor) narocili pri ponudniku najkvalitetnejsih zvo¢nikov, ki je predloZil
naslednji cenik:

$tevilo zvo¢nikov v enem narocilu | cena zvocnika
1-1999 150€
2000-4999 135€
5000-7999 125€
8000-19999 120€
20000 ali vec 115€

Poleg tega narocilo posiljke stane Mitsuzuki 500€, letni stroski skladi$¢enja vsa-
kega zvoc¢nika pa znaSajo 20% njegove cene. Koliko zvo¢nikov naj vsaki¢ narocijo
in kaksni so skupni stroski narocil za naslednje leto?

Naloga 7.3. Vir: [5, §15, Example 5]

Tovarna avtomobilov za svoje potrebe izdeluje akumulatorje. Vsako leto proizve-
dejo 10000 avtomobilov, izdelajo pa lahko 25000 akumulatorjev letno. Stroski
zagona proizvodnje so 200€, stroski zaloge pa 0.25€ letno za vsak akumulator.
Primanjkljaja ne dovolimo. Kolikokrat na leto naj zaZenejo proizvodnjo aku-
mulatorjev? Koliko ¢asa naj traja proizvodnja? Koliko akumulatorjev naj takrat
izdelajo? Kako veliko skladis¢e potrebujejo?

Naloga 7.4. Vir: Vaje OR 6.6.2018
Marta izdeluje nakit iz $koljk v delavnici, ki jo najema v bliZini ljubljanske trZznice,
in ga prodaja po vnaprej dogovorjeni ceni. Povprasevanje je 10 kosov na teden,
stroski skladis$¢enja so 0.2€ za kos na teden. Zagonski stroski izdelovanja nakita
so 150€. Marta lahko na teden izdela 12.5 kosa nakita. Dovoli si, da pride do
primanjkljaja, pri ¢emer jo ta stane 0.8€ za kos nakita na teden. Kako naj Marta
organizira proizvodnjo in skladis¢enje, da bo imela ¢im manj stroskov?
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Naloga 7.5. Vir: Kolokvij OR 11.6.2018

Vulkanizer v svoji delavnici izdeluje in prodaja avtomobilske pnevmatike. Glede
na trenutno povprasevanje vsak teden proda 60 pnevmatik, v istem €asu pa jih
lahko izdela 90. Cena zagona proizvodnje je 180<, cena skladiS$¢enja posamezne
pnevmatike pa je 0.5€ na teden.

(a) Denimo, da primanjkljaja ne dovolimo. Izra¢unaj dolZino cikla proizvodnje
in prodaje pnevmatik, pri kateri so stroski najmanjsi. Kako veliko skladisce
mora vulkanizer imeti? Izracunaj tudi enotske stroske.

(b) Kako dolgo naj pri zgornji re§itvi traja proizvodnja? Koliko pnevmatik naj
vulkanizer naredi v vsakem ciklu?

(c) Vulkanizer je ocenil, da bi ga primanjkljaj ene pnevmatike stal 2€ na teden.
Kak$na naj bosta dolZina cikla in velikost skladi$¢a, da bodo stroski ¢im
manjsi? IzraCunaj tudi enotske stroske in doloc¢i najvecji primanjkljaj.

Naloga 7.6. Vir: Izpit OR 5.7.2018

V trgovini s pohistvom vsak mesec prodajo 20 sedeznih garnitur. Z vsakim naroci-
lom imajo 750€ stroskov, pri tem pa vse naroceno blago dobijo hkrati. Skladisce-
nje posamezne sedeZne garniture jih stane 10€ na mesec, primanjkljaj za en kos
pa jih stane 50€ na mesec.

(a) Kako pogosto naj v trgovini narocajo sedezne garniture, da bodo stroski ¢im
manjsi? Kako veliko skladi§¢e morajo imeti? Izracunaj tudi enotske stroske.

(b) Izracunaj najvecji dovoljeni primanjkljaj. Koliko sedeznih garnitur naj vsakic¢
narocijo?

(c) Vtrgovini dobijo ponudbo za uporabo drugega skladi3ca, v katerem imajo za
posamezno sedezno garnituro le 6€ stroSkov na mesec, vendar lahko hrani
najvec 40 sedeZnih garnitur. Kako naj organizirajo narocanje, ¢e namesto
prvotnega uporabljajo to skladisce? Ali se jim ga splaca uporabiti?

Namig: izpelji formulo za enotske stroSke in poisc¢i optimalen interval narocanja pri
fiksni velikosti skladisca.

Naloga 7.7. Vir: Izpit OR 22.6.2020

V siviljski delavnici so zaceli proizvajati zas¢itne maske. Vsak dan lahko izdelajo
400 mask, prodajo pa jih 300. Cena zagona proizvodnje je 240€, cena skladis¢enja
ene maske za en dan pa je 0.1€.

(a) Denimo, da primanjkljaj ni dovoljen. Kako pogosto naj zaZenejo proizvodnjo
in koliko ¢asa naj ta tece? Koliko mask naj izdelajo v posameznem ciklu ter
kako veliko skladiSce potrebujejo?
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(b) Obravnavajmo $e primer, ko dovolimo primanjkljaj, ki nas stane 0.4€ na dan
za eno masko. Izracunaj podatke iz prejs$nje tocke Se za ta primer. KolikSen je
najvecji dovoljeni primanjklaj?
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Slika 43: OmreZje za nalogo 8.1.

1.8 Pretoki in prerezi

Naloga 8.1. Vir: Kolokvij OR 19.11.2009

Pois¢i minimalno vrednost parametra a, da bo pretok skozi omrezje s slike 43
maksimalen. Utemelji izbiro.

Naloga 8.2. Vir: Kolokvij OR 26.1.2010

Imamo podatke za problem maksimalnega pretoka. Ali je povezava z najmanj$o
kapaciteto (predpostavimo, da je natanko ena taka) vedno vsebovana v kakem
minimalnem prerezu? Ali je morda vsebovana celo v vsakem minimalnem pre-
rezu?

Naloga 8.3. Vir: Izpit OR 5.2.2010

Na univerzi v mestu Lenority so asistenti res nekoliko razvajeni in imajo mocen
sindikat. (To ni ni¢ nenavadnega, e pa univerza zahteva, da se izpiti zacnejo
Ze ob sedmih zjutraj!) Bliza se izpitno obdobje in potrebno je paziti izpite. Za
vsak dan so izpiti dani vnaprej. Znano je, da asistenti ne pazijo izpitov, ¢e so
vmes “luknje”, saj si je to pravico izboril njihov sindikat. Vodstvu univerze tako
ne preostane ni¢ drugega, kot da to uposteva. Asistenti torej pridejo na faks ob
neki uri, pazijo poljubno dolgo zaporedje izpitov brez odmorov, in potem gredo
domov. Izpiti so podani v obliki ¢asovnih intervalov, ki se za¢nejo in koncajo
ob polni uri. Upostevajoc¢ te pogoje mora vodstvo univerze venomer prositi
asistente, naj pridejo pazit izpite. Toda tudi vodstvo si Zeli minimizirati “bole¢ino”
ob moledovanju in hoce vsak dan prositi kar se da malo asistentov, naj vendarle
pridejo pazit izpite.

(a) Modeliraj problem s pomocjo usmerjenih aciklicnih grafov, pri katerih so

intervali predstavljeni z vozlis¢i. Identificiraj, kaj je tvoja optimizacijska
naloga na takem grafu.
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Slika 44: Omrezje za nalogo 8.4.

(b) Opisi, kako problem prevedes na problem maksimalnih pretokov. Natan¢no
utemelji, zakaj so maksimalni pretoki v tvojem modelu v bijektivni korespon-
denci z optimalnimi reSitvami tvoje optimizacijske naloge.

(c) S pomocjo algoritma iz prej$nje tocke resi problem za petkove izpite, ki so
podani z intervali (7,8), (8,9), (9,10), (8,12), (10,13), (12,15), (13,15), (9,12),
(7,10).

Naloga 8.4. Vir: Izpit OR 28.6.2010

Na sliki 44 je podano enoparametricno omreZje za problem najvecjega pretoka.
Parameter x je poljubno nenegativno stevilo.

(a) Kaksno je pridruzeno omreZje, ¢e zatnemo z nicelnim (s, )-tokom in ga
najprej povecamo vzdolZ povecujoce poti s — a — ¢ — d — ¢ ter nato Se
vzdolZz povecujoce potis ~c—d — b — 1?

(b) Poisc¢i maksimalni (s, #)-tok in minimalni (s, £)-prerez.

(c) Kapaciteto ene povezave vhodnega omreZja lahko povecamo za 1. Kateri
povezavi naj pove¢amo kapaciteto, da bo vrednost maksimalnega (s, £)-toka
v spremenjenem omreZju ¢im vecja? Odgovor je naceloma odvisen od vred-
nosti parametra x.

Naloga 8.5. Vir: Izpit OR 15.9.2010

Na sliki 45 je podano omreZje enosmernih prehodov med letaliskimi terminali
skupaj s prepustnostmi (v 1000 ljudeh na uro).

(a) Nacrtovalce zanima, koliko najve¢ potnikov na uro lahko preide od terminala
f do terminala b. Predlagaj ustrezen algoritem in ga izvedi na grafu.
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Slika 45: OmreZje za nalogo 8.5.

(b) Vizrednih razmerah dva terminala proglasijo za vstopna (na njih letala le
pristajajo), ostale terminale pa za izstopne (letala le vzletajo). Tako morajo
potniki nujno prehajati od vstopnih k izstopnim terminalom. Strateska od-
locitev je, da je vstopni terminal f, zaradi redundance pa Zelijo, da bi bila
vstopna terminala dva. Ostali terminali so torej izstopni. Katerega izmed
terminalov (poleg f) se splaca Se proglasiti za vstopnega, da bo preto¢nost
med vstopnimi in izstopnimi terminali kar najvecja?

Naloga 8.6. Vir: Kolokvij OR 25.11.2010

Nov in neizku$en predavatelj Operacijskih raziskav se odlo¢i, da bo poenostavil
Ford-Fulkersonov algoritem. Studentom pove, naj za iskanje maksimalnega
pretoka na omreZju s kon¢nimi kapacitetami uporabijo naslednji algoritem:
function GREEDYFLOW(G = (V, E), C, s, t)
F — slovar z vrednostjo 0 za vsako povezavo iz E
forec Edo
Fle] <0
end for
while obstaja pot od s do ¢ do
P — poljubna pot od s do ¢
Y — minimalna kapaciteta povezav poti P
foree Pdo
Fle] — Flel+y
if C[e] =y then
odstrani eiz G
else
Cle]l —Cle] -y
end if
end for
end while
return F
end function
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(b)

(9]

(d)

Slika 46: Graf za nalogo 8.6(a).

Dokazi, da lahko na grafu s slike 46 z uporabo algoritma GREEDYFLOW dobimo
pravilno resitev.

Pois¢i primer omreZja in izbire poti, tako da algoritem GREEDYFLOW ne da
pravilnega rezultata.

Ali za vsako omreZje obstaja taka izbira poti, da bo algoritem GREEDYFLOW
dal maksimalni pretok?

Dokazi, da je razlika med maksimalnim pretokom in pretokom, ki ga vine
algoritem GREEDYFLOW, lahko poljubno velika.

Naloga 8.7. Vir: Izpit OR 9.2.2011

(a)

(b)

(©

Poisc¢i usmerjen graf G, vozlisci s, t in kapacitete povezav, da bo imel G
natanko en minimalen (s, f)-prerez.

Pois¢i usmerjen graf G', vozlisZi s, ¢ in kapacitete povezav, da bo imel G’ ve
minimalnih (s, t)-prerezov.

Poisc¢i usmerjen graf G, vozlisci s, t in kapacitete povezav, da bo imel G,
natanko 7 minimalnih (s, #)-prerezov.

128



Naloga 8.8. Vir: Izpit OR 28.6.2011

Navdu$enje nad koncem Studijskega leta na ljubljanski univerzi je botrovalo
temu, da v ambulanti Univerzitetne klinike 169 §tudentov i$¢e nujno zdravnisko
pomoc. Vsak od §tudentov potrebuje eno enoto krvi, klinika pa ima na zalogi
170 enot krvi. V spodnji tabeli je prikazano $tevilo enot krvi posamezne krvne
skupine, ki so na zalogi, in Stevilo §tudentov z dano krvno skupino.

Krvna skupina ‘ A B O AB
Zaloga 46 34 45 45
PovpraSevanje | 39 38 42 50

Osebe s krvno skupino A lahko prejmejo kri tipa A ali O. Osebe tipa B lahko
prejmejo kri tipa B ali O. Osebe tipa O lahko prejmejo samo kri tipa O. Osebe tipa
AB lahko prejmejo katerokoli krvno skupino. Nasa naloga je razporediti enote
krvi tako, da bomo z njo oskrbeli kar se da veliko Stevilo §tudentov. Iz podatkov
sestavi omreZje in modeliraj nalogo kot problem maksimalnega pretoka. Najvec
koliko pacientov lahko oskrbimo? Utemelji.

Naloga 8.9. Vir: Izpit OR 24.6.2014

ev v

(a) Koliko enot krvi vsake krvne skupine ostane neporabljenih?

(b) Koliko enot ustrezne krvne skupine naj na kliniki $e narocijo, da bodo pozdra-
vili vse paciente?

Naloga 8.10. Vir: Kolokvij OR 5.4.2012

Iz zajetja s Zelimo preko treh Cistilnih postaj (vsako predstavljajo 4 vozlisca)
napeljati vodo do tovarne ¢. Opravka imamo z vodovodnim omreZjem, predstav-
ljenim z grafom na sliki 47. Na povezavah so kapacitete cevi (v litrih na sekundo),
ceviz oznakami a,, a; in a3 pa $e niso zgrajene.

(a) Koliko vode lahko po danem omrezju dobi tovarna na sekundo?

(b) Trenutni dotok vode v tovarno za potrebe proizvodnje ni dovolj velik, zato
razmisljajo o izgradnji novih cevi. MoZne lokacije novih cevi so a1, a» in as.
Uprava tovarne se je odlocila, da bodo s postavitvijo novih cevi na nekaterih
moZnih lokacijah povecali pretok kar najvec, kot je mogoce. Cev kapacitete
K stane K - 100€. Za instalacijo ene cevi morajo placati dodatnih 10000€.
Koliko najmanj jih bo stal projekt?
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Slika 47: Omrezje za nalogo 8.10.

Naloga 8.11. Vir: Kolokvij OR 5.4.2012

Na divjem Zuru matematikov se je zbralo n ljudi. Organizator je priskrbel p
razli¢nih vrst sendvicev, a ne v neomejenih kolicinah. Na voljo imajo u; sendvicev
sorte i (1 =i < p). Prav tako imajo na voljo g razli¢cnih sokov; v; predstavlja
Stevilo sokov sorte i (1 < j < q). Za vsakega udelezenca zabave je znano, katere
sokove in sendvice ima rad.

(a) Zanima nas, ali lahko hrano in pijaco razdelimo tako, da dobi vsak udeleZenec
zabave en sendvic¢, ki ga ima rad, in en sok, ki ga ima rad. Nalogo formuliraj
kot problem maksimalnega pretoka v ustreznem grafu. Jasno napisi, kako
iz dobljenega maksimalnega toka ugotovimo, ali Zelena razdelitev hrane in
pijace obstaja.

(b) S pomocjo formulacije iz prej$nje tocke resi nalogo za naslednje konkretne
podatke:

Vrsta soka Koli¢ina Vrsta sendvica | Kolicina
Ananas 1 Pohancek 1
Crni ribez 1 Soferski 2
Rdeca pomaranca 2 Kraski 2
Jagoda 2 Vegi 1
Borovnica 2
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Ime Seznam sokov Seznam sendvicev
Damir ananas, jagoda pohancek, Soferski
Jasna ananas, ¢rniribez, jagoda kraski, vegi
Bernard ¢rni ribez, jagoda vegi, pohancek, Soferski
Matjaz ananas, rdeca pomaranca kraski, vegi
Sanela | borovnica, ¢rniribez, jagoda vegi
Patrik borovnica, jagoda kraski, vegi
Naloga 8.12. Vir: Izpit OR 26.6.2012

V nekem velikem mehiSkem mestu je center mesta sestavljen iz ulic, ki so pra-
vokotne ena na drugo in iz pti¢je perspektive izgledajo kot pravokotna karirasta

vvvvvvvvvvv

vvvvv

tem mestu so ropi bank zelo pogosti. Tako pogosti, da se v¢asih roparji na begu
zaletijo med seboj (saj beZijo pred policijskimi vozili pri veliki hitrosti). Ce ropar
uspe pripeljati do ulice, ki vodi ven iz centra, je “reSen”, saj center obdajajo slumi,
kjer policija nima moci, saj jih nadzirajo mafijski botri. Roparji so se sestali na
Veliki mafijski konferenci in sklenili temu kaosu narediti konec. Odlo¢ili so se, da
bodo narocili informacijski sistem, kamor bodo vsak vecer vnesli lokacije bank,
ki jih nameravajo oropati, program pa jim bo sestavil nacrt ropov za naslednji
dan. Rope je mogoce izvesti, Ce:

* so vse lokacije bank razlicne (dve ekipi ne smeta na isti dan oropati iste
banke), in

 zavsako lokacijo obstaja pot, ki pelje ven iz centra, tako da nobeni dve poti

vvvvv

da bi se roparji medsebojno zaleteli; smer voZnje pri tem ni pomembna).

Opisi algoritem, ki bo kot vhod dobil celi $tevili n in m, ki predstavljata Stevilo
vodoravnih in navpi¢nih ulic, ter seznam lokacij bank L. Algoritem naj vrne
seznam poti, po katerih bodo roparji bezali (za vsako lokacijo po eno pot). Ce
vseh ropov ni mogoce izvesti, naj algoritem javi napako.

Zan=7, m=6in

L=1{4,5),4,4),43),(6,4),(7,4),(2,5),(6,5),(2,4),(2,3),(6,3)}

lahko dobimo na primer poti, podane na sliki 48.

Naloga 8.13. Vir: Izpit OR 14.6.2013

Pohorski Skratje Ze 644. leto zapored organizirajo tradicionalni tek po rovih od a
do z, ki letos poteka na trasi, prikazani na sliki 49.

Udelezenci zacnejo v tocki a in koncajo v tocki z, zmeraj pa tecejo le v smeri
povezav. Vsakemu Skratu posebej pot dolocijo organizatorji, zaradi dobre priprav-
ljenosti pa lahko pricakujemo, da bodo vsi prisli do cilja. Ker so Skratje zelo teZki,

131



A T
2,3) (2,5)
2,4)
& S
< 4
4,3) (4,5)
¢ \ —
4,4)
S
L4
6, 3)/ (6,5)
. ?
6,4)
Lo Teny |

Slika 48: Shema ulic in bank ter primer izhoda za nalogo 8.12.

je med tekom po rovu nevarnost, da se le-ta porusi. Na povezavah je napisano
Stevilo udeleZencey, ki jih vsak rov prenese. Organizatorji takoj za tem, ko rov
preci en tekmovalec manj, kot je nosilnost rova, rov zaprejo (npr. rov x se zapre,
ko ga preci (x — 1)-ti tekmovalec — x-ti tekmovalec ne stopi v rov).

(a) Trenutno stanje trase je taksno, da je x = 1in y = 2. Najvec koliko udelezencev
lahko pretece od a do z? Odgovor utemelji. Napisi, kako naj organizatorji
pripravijo poti za Skrate (tj., koliko Skratov so pripravljeni spustiti po kateri
poti).

(b) Rova x in y lahko $kratje dodatno utrdijo, ostalih ni moc¢ preurejati. Da lahko
povecajo nosilnost rova za enega udeleZenca, morajo delati 10 dni. Najmanj
koliko dni morajo delati in na katerem rovu, da bo na tradicionalnem teku od
a do z lahko sodelovalo kar najvec udeleZencev? Odgovor utemelji. Napisi,
kako naj organizatorji v tem primeru pripravijo poti za Skrate (tj., koliko
Skratov so pripravljeni spustiti po kateri poti).

Naloga 8.14. Vir: Izpit OR 25.8.2014

Dana sta racunalnika s in ¢ ter omrezje streznikov in usmerjenih povezav. S po-
mocjo algoritma za maksimalni pretok v grafu opisi in utemelji sploSen algoritem,
ki dolo¢i minimalno Stevilo streznikov, ki jih moramo onemogociti, da prekinemo
komunikacijo od s do ¢, in ga uporabi na grafu s slike 50.

Naloga 8.15. Vir: Vaje OM 23.4.2014

Pois¢i maksimalni pretok in minimalni prerez na grafu s slike 51.
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Slika 50: Graf za nalogo 8.14.

Naloga 8.16. Vir: Vaje OM 23.4.2014

Pois¢i maksimalni pretok in minimalni prerez na grafu s slike 52.

Naloga 8.17. Vir: Vaje OM 23.4.2014

Pois¢i maksimalni pretok in minimalni prerez na grafu s slike 53 v odvisnosti od
parametra a.

Naloga 8.18. Vir: Vaje OM 23.4.2014
V grafu na sliki 54 lahko kapaciteto ene povezave pove¢amo za 1. Katera naj bo ta

povezava, da bomo povecali maksimalni pretok?

Naloga 8.19. Vir: Vaje OM 23.4.2014

Poisc¢i maksimalni pretok na grafu s slike 55, Ce ta obstajal
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Slika 51: Graf za nalogo 8.15.
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Slika 52: Graf za nalogo 8.16.
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Slika 53: Graf za nalogo 8.17.

Slika 54: Graf za nalogo 8.18.
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Slika 55: Graf za nalogo 8.19.
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1.9 Razdelitve

Naloga 9.1. Vir: Kolokvij OR 26.1.2010

S pomocjo Austinovega postopka opisi postopek, ki prvemu igralcu zagotovi
tocno Cetrtino celote in drugemu igralcu to¢no tri Cetrtine celote.

Naloga 9.2. Vir: Izpit OR 5.2.2010

Nas$a naloga je, da med pet ljudi z uporabo denarnih nadomestil razdelimo pet
predmetov, tako da bo vsak dobil posten delez in da bo delitev brez zavisti. V
spodnji matriki je podano vrednotenje vsakega izmed 5 predmetov s strani petih
ljudi.

11 9 19 14 11

4 10 15 20 12

6 5 5 17 9

20 23 6 3 18

10 18 23 9 10

Seveda Zelimo pri tem kot svetovalec zasluZiti cimvec. Ker ni zunanjega financira-
nja, lahko nas$ zasluZek pridobimo le iz nadomestil. Uporabi kak znan algoritem
za delitev pod temi pogoji in razlozi, kako si pridobis kar najvecji dobicek.

Naloga 9.3. Vir: Kolokvij OR 9.5.2013

V turisti¢ni agenciji Zobcek Ze vrsto let organizirajo izlete po Sloveniji. Zaradi ve-
likega povprasevanja so se odlocili, da bodo ponudbo razsirili tudi na Madzarsko.
Izbrali so destinacije in vodiCe, sedaj pa Zelijo slednje razporediti po destinacijah
tako, da bi vsako destinacijo pokrivala natanko dva vodica in bi vsak vodic¢ po-
krival natanko eno destinacijo. Vsak vodic je podal seznam destinacij, urejenih
po priljubljenosti, zacensi s tisto, po kateri bi najraje vodil turiste. Agencija je za
vsako destinacijo naredila urejen seznam vodicev, tako da je na prvem mestu tisti
vodic, ki bi predvidoma najbolje vodil turiste po destinaciji, na zadnjem pa tisti,
ki bi to predvidoma pocel najslab3e.

Ce bi bilo destinacij in vodi¢ev malo, bi agencija sama nekako razdelila vodice
med destinacije, a temu ni tako. Se ve¢, seznam destinacij in vodi¢ev nameravajo
z leti spreminjati, zato nujno potrebujejo postopek, ki bi jim pomagal razdeliti
vodice po destinacijah.

(a) Danih je n destinacij in 2n vodicCev, pri cemer za vsako destinacijo poznamo
preference agencije glede vodicev in za vsakega vodi¢a poznamo njegove
preference glede destinacij. Opisi algoritem ¢asovne zahtevnosti O(n?), ki
izracuna stabilno razdelitev vodicev med destinacije 0z. nam pove, da stabilna
razdelitev ne obstaja.

Razdelitev 2n vodicev med n destinacij je nestabilna, ¢e obstajata vodi¢ v
in destinacija d, tako da bi v raje vodil po destinaciji d kakor po trenutni
destinaciji in bi agencija raje imela vodica v na destinaciji d namesto enega
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izmed trenutnih vodicev na tej destinaciji. Razdelitev 2n vodi¢ev med n
destinacij je stabilna, Ce sta vsaki destinaciji dodeljena natanko dva vodica in
Ce ni nestabilna.

(b) Resinalogo za naslednje podatke (n = 3):

Destinacija ‘ preference agencije glede vodicev
Budimpesta | Anisa, Bela, Crt, Ema, Dana, Corina

Gyér Crt, Bela, Corina, Dana, Ema, Anisa
Szeged Ema, Anisa, Bela, Dana, Crt, Corina
Vodi¢ preference vodicev

Anisa | Szeged, Budimpesta, GyOr
Bela | Budimpesta, Szeged, Gyo6r
Corina | Gydr, Szeged, Budimpesta
Crt | Budimpesta, Gyér, Szeged
Dana | Budimpesta, Szeged, Gy6r
Ema | Gy6r, Budimpesta, Szeged

Naloga 9.4. Vir: Izpit OR 24.6.2013

V turisti¢ni agenciji Zobcek Ze vrsto let organizirajo izlete po Sloveniji in na
Madzarskem. Zaradi velikega povprasevanja so se odlocili, da bodo ponudbo
razsirili tudi na drzave obmocja bivse Jugoslavije. Ker bodo tako nudili izlete po
veliko novih drzavah, Zelijo postaviti §tiri najbolj$e dosedanje vodice za nove Sefe,
tako da bo vsak odgovoren za nekaj drZav. Nasa naloga je Sefe stabilno razporediti
po obmog¢jih. Tabeli preferenc sta naslednji:

Sefi ‘ preference 3efov

Crt | Srbijain Crna gora, Slovenija in MadZarska, Hrvaska in BiH, Makedonija in Kosovo
Zan | Slovenija in MadZarska, Srbija in Crna gora, Hrvaska in BiH, Makedonija in Kosovo
Sime | Slovenija in MadzZarska, Makedonija in Kosovo, Hrvaska in BiH, Srbija in Crna gora
Mujo | Hrvaska in BiH, Slovenija in Madzarska, Makedonija in Kosovo, Srbija in Crna gora

Obmocje ‘ preference agencije glede Sefov
Slovenija in Madzarska Crt, Mujo, Zan, Sime
Hrvaska in BiH Sime, Zan, Crt
Srbija in Crna gora Sime, Zan, Mujo, Crt
Makedonija in Kosovo Sime, Mujo, Crt, Zan

Opazimo, da agencija za Sefa obmocja Hrvaske in BiH ne Zeli postaviti Muja.
Poisci stabilno prirejanje, v katerem Mujo ni Sef obmocja Hrvaske in BiH, ali
utemelji, da le-ta ne obstaja®.

6Slovenija in MadZarska je eno nedeljivo obmogje. Enako velja za ostale pare drzav.
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2

ReSitve

2.1 Zahtevnost algoritmov

Naloga 1.1.

(a)

(b)

Program prepiSe vnose v matriki A nad diagonalo na ustrezno mesto pod
diagonalo tako, da je po izvedbi programa matrika A simetri¢na.

Kot korak bomo upoStevali posamezno izvedbo notranje zanke for, kjer ko-
piramo vrednost v matriki na drugo mesto — ob predpostavki, da je velikost
vnosov omejena (npr. 32-bitna cela Stevila), bo trajanje take operacije ome-
jeno s konstanto. Prestejmo §tevilo takih korakov:

=l on(n-1)

1= —-
i=1j=i+1  i=1 i=0 2
Lahko bi seveda upostevali Se korake, ki so potrebni za vzdrZevanje Stevcev
zank (inicializacija Stevca, poveCevanje Stevca, preverjanje konca zanke), a bi
spet dobili kvadratni polinom v n. Tako lahko re€emo, da je Stevilo korakov
omejeno z O(n?).

Naloga 1.2.

(@

V vsakem obhodu zanke while se vrednost #[i] spremeni iz 0 v 1 ali obratno.
Ce se vrednost spremeni na 1, se i nastavi na 1, sicer se pa poveca za 1.

IzpiSimo si vrednosti v seznamu ¢ in spremenljivke i ob koncu vsakega ob-
hoda zanke while tekom izvajanja algoritma, recimo za n = 4:

obhod | ¢[4...1] | i obhod | ¢[4...1] | i
1 0001 1 16 1001 1
2 0000 |2 17 1000 |2
3 0010 1 18 1010 1
4 0011 1 19 1011 1
5 0010 |2 20 1010 |2
6 0000 |3 21 1000 |3
7 0100 |1 22 1100 |1
8 0101 1 23 1101 1
9 0100 |2 24 1100 |2
10 0110 1 25 1110 1
11 0111 1 26 1111 1
12 0110 2 27 1110 2
13 0100 |3 28 1100 |3
14 0000 4 29 1000 4
15 1000 |1 30 0000 |5
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Ce pogledamo samo tiste obhode, na koncu katerih velja i = 1, opazimo, da
vrednosti v seznamu ¢ predstavljajo dvojiske zapise stevilod 1 do 2" —1v
ostalih pa se najmanj pomembna 1 zamenja z 0. Algoritem torej simulira
dvojiski Stevec z n mesti.

(b) Algoritem obisce vseh 2" — 1 Stevil, poleg tega pa mora vsaki¢ poskrbeti za
zamenjavo vseh enic za najmanj pomembno ni¢lo. Ob upostevanju, da
obstaja 2"~/ §tevil z najmanj pomembno ni¢lo na i-tem mestu, za vrednost
2" —1 pa je potrebno nadomestiti vseh 7 mest, je skupno $tevilo korakov
enako

n n .
n+Z(l 2" :Z(1+ZZ”_’

i=1 j=1

N —
I

n n-j n )
=) (1+ Y 2‘) =y 2nitl=orl g,
j= j=1

Casovna zahtevnost algoritma je torej O(2").

Naloga 1.3.

(a) IzpiSimo vrednosti spremenljivk ob koncu vsakega obhoda zanke for oziroma
while, ko se prej$nja konca.
obhod while Z[1...5]
[7,11,16,7,5]
[7,11,16,7,5]
[7,11,7,16,5]
[7,11,7,5,16]
[7,11,7,5,16]
[7,11,7,5,16]
[7,7,11,5,16]
]
]
]
|
]
|
]

p—
G = W N~

\S}

[7,7,5,11,16
[7,7,5,11,16
[7,7,5,11,16
[7,5,7,11,16
[7,5,7,11,16
[5,7,7,11,16
[5,7,7,11,16

w
DO DN W W B B WK OO =<

— NN W W WS B0 N

R W W W NN NN e e

(b) Najbodo zi, zy,..., zx vrednosti, ki jih zavzame spremenljivka z ob vsakem
vstopu v zanko while. Ocitno velja z;—1 = z;, zavsak i, tako davelja k < n—1.
Najvecje Stevilo korakov je torej

Z(z D=

n(n 1)
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Tako $tevilo korakov doseZzemo, Ce je seznam ¢ na zacetku urejen padajoce —
tako vsakic¢ pride do zamenjave v zadnjem koraku zanke for, zato se z vsakic
zmanjsa za 1. Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n?).

Naloga 1.4.

(@) function MERGESORT(Z[1...n])
if n <1 then
return ¢
end if
m«—[3]
¢1 — MERGESORT(/[1...m])
{9 — MERGESORT(¢[m+1...n])
i,j—1,1
' —1]
whilei<mAj<n-mdo
if /(1] S[g[]] then
¢’ append(4,1i])

i—i+1
else
¢'.append(£2[j])
j—j+1
end if
end while
pripni ¢1[i... m] nakonec ¢’
pripni 5[} ...n— m] na konec ¢’
return ¢’
end function

(b) Izvajanje algoritma je prikazano na sliki 56. Nad ¢rtkano ¢rto je prikazano
rekurzivno razbijanje seznamov, pod njo pa zlivanje dobljenih urejenih pod-
seznamov.

(c) Funkcija obsega dva rekurzivna klica na seznamih polovi¢ne dolZine ter zdru-
Zevanje obeh dobljenih seznamov v enega. Naj bo T'(n) €as izvajanja algo-
ritma pri vhodnem seznamu dolZine n. Ker zdruZevanje poteka v linearnem
Casu, velja rekurzivna zveza

n
T(n) = O(n) +2T (5) .
Po krovnem izreku lahko izpeljemo, da je ¢asovna zahtevnost algoritma
O(nlogn).

Naloga 1.5.

Algoritem tece v ¢asu O(y/n). Ker je vhod algoritma $tevilo n, ki je zapisano kot
zaporedje ¢ = O(logn) bitov, vidimo, da algoritem teCe v ¢asu 0242y in torej ni
polinomski v dolZini vhoda.
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[7,11,16,7,5,0,14,1,19,13]

_— T~

[7,11,16,7,5] (0,14,1,19,13]
/N /N
[7,11,16] [7,5] [0,14,1] [19,13]
/N /N /\ /N
(7,11] [16] [7]  [5] (0,14] (11 [19] [13]

/\ /\

(71 [11] (0] [14]

fffff N ) 3 2 SeEs SRR

[7,11] [0,14]
\ \

[7,11,16] [5,7] [0,1,14] [13,19]

N N

[5,7,7,11,16] (0,1,13,14,19]

\ /

[0,1,5,7,7,11,13,14,16,19]

Slika 56: Diagram izvajanja algoritma za nalogo 1.4(b).

Naloga 1.6.

Po krovnem izreku ima ¢asovno zahtevnost O(y/n) algoritem, katerega cas izvaja-
nja T'(n) je opisan z rekurzivno zvezo

T(n) = 0(1) +2T(§).

ZapiSimo tak algoritem:
function KORENSKI(¢[1...n])
if n = 4 then
m«— 1]
KORENSKI(/[1...m])
KORENSKI(/[n—m+1...n])
end if
end function

Naloga 1.7.
Algoritem poisce k-ti najmanjsi element v mnoZici S. MnoZico razdeli na dva dela
glede na naklju¢no izbrani element x. Ce ima mnoZica S~ elementov, manjsih
od x, natanko k — 1 elementov, potem je x iskani element. Ceima S~ manj kot
k —1 elementov, algoritem rekurzivno poisce (|S™| — k — 1)-ti element v mnozici
S* elementov, vecjih od x, sicer pa rekurzivno poisce k-ti element v mnoZici |S™|.
V najslabSem primeru je velikost mnoZice, ki jo algoritem rekurzivno preisce,
enaka n — 1. Ker algoritem porabi O(n) korakov za razporejanje elementov po
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mnoZicah, v najslabSem primeru za €as izvajanja T'(n) velja
n
Tm)=0m+Tn-1)= O(Z(n— i)) = 0(n?).
i=0

Poglejmo si sedaj povpreéni ¢as izvajanja T'(7). Denimo, da je izbrani element
x j-ti po vrsti. Ce velja j = k, potem algoritem konca. Ce velja j < k, potem
algoritem rekurzivno pregleda mnozico S* z n— j elementi, ¢e pa velja j > k, pa
pregleda mnozico S~ z j — 1 elementi. Zapisimo rekurzivno zvezo za T'(n):

. 1 k-1 no
T(n)= O(n)+—( Tn-j+ ) T(j—l))
n\;=1 j=k+1
Denimo, da je ¢as izvajanja nerekurzivnega dela funkcije omejen s c- n koraki za
neko konstanto ¢ > 0. Z indukcijo bomo pokazali, da velja T'(n) < C- n za neko
konstanto C > 0.
Po zgornji predpostavki velja T(1) < cn. Denimo, da za vse m < n velja

T(m) < Cm. Potem velja

k-1 n
ZC(n—j)+ > C(j—l))

T(n) <cn+—
n\j=1 j=k+1

:cn+%((Zn—k)(k—1)+(n+k—1)(n—k))

C
:cn+ﬁ(n2+2nk—3n—2k2+2k)
( C C2k-3) Ckk-1)
= C+E —

2 n
Oznacimo sedaj a = k/n —veljatorej0 < a < 1.

n+

Tn)<|c+C|l-+a—-a“||n+Cla——=
2 2
< c+C(%+a(1—a)))n

3C)
<|lc+—|n
4

Ce vzamemo C = 4c, potem po indukciji velja T'(n) < Cn za vse n. Algoritem torej
v povprecnem primeru opravi O(n) korakov.

Naloga 1.8.

(a) Dokazimo, da velja (n+ a)? = ©(n?). Dokazati moramo torej, da obstajata
konstanti ¢, C € R, ter konstanta ng € N, tako da velja

c-nbs(n+a)bsC-nb
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(b)

(9]

. " 1 “x .
za vsak n > ny. Ker je b > 0, funkcija x — x» monotono narasca pri x > 0,
torej jo lahko brez §kode za splo$nost uporabimo na zgornji neenakosti. Tako

dobimo 1

ct-n<n+a<cC

SIE

- n.

Naj bosta ¢ = zib in C = 2¥. Dobimo pogoja
n
—=n+a<s2n.
2

Ker moramo paziti, da so vsi ¢leni znotraj neenakosti pozitivni, dodamo Se
pogoj n+ a > 0. Ce izberemo 1y = max(—2a, a), bodo ti pogoji veljali pri vseh
n>ny.

Po premisleku hitro ugotovimo, da za poljubno funkcijo f to ne velja, saj
lahko ta konkretno spremeni hitrost naras¢anja funkcije g.

Za protiprimer vzemimo g(n) = n in f(n) =log(n) ter poglejmo lim,,_..(c-
log(n)/n) pri poljubni izbiri ¢ > 0. Z razsiritvijo funkcij na R in L'Hdpitalovim
pravilom ugotovimo, da bo limita enaka 0 ne glede na izbrano konstanto c.
Tako n ne moremo asimptoti¢no omejiti z O(log(n)).

Resitev naloge je klasi¢na uporaba krovnega izreka, a jo enostavno re$§imo
tudi brez tega.

Ob upostevanju tega, da velja T'(n) < 2T ([(n +1)/2]), razvijajmo rekurzivno
zvezo do k-tega koraka.

o <ar( |22 car{ |22 <ot 2222

Ker velja T'(1) = O(1), naj bo k tak, da bo veljalo (n—1)/2* < 1, torej k = log,(n).
Tako dobimo

T(n) =2"°&".01) = n-0(1) = O(n).

Naloga 1.9.

(a) Algoritem deluje pravilno, saj za vsako urejeno cetverico vozlis¢ preveri, ali

(b)

so ta zaporedoma povezana ter ali je zacCetno vozliS¢e enako kon¢nemu, in
se ustavi, ko naleti na Cetverico, ki ustreza tem pogojem - torej na trikotnik.
Casovna zahtevnost je O(n*).

Zapisimo ucinkovitejsi algoritem.
fori=1,...,ndo
forj=1,...,ndo
ifa;; =1 then
fork=1,...,ndo
ifaj; = ar; =1 then
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return TRUE
end if
end for
end if
end for
end for
return FALSE

Zgornji algoritem resi problem v ¢asu O(n3).

V najboljsem primeru, torej ko obstaja usmerjen trikotnik (1,2, 3) (ignorirali
bomo primere, ko ima graf najve¢ dve vozlisci), algoritem enkrat vstopi v
zunanjo zanko in dvakrat v srednjo — pri drugem vstopu v srednjo zanko nato
Se trikrat vstopi v notranjo zanko. Ocenimo torej, da v tem primeru algoritem

opravi 6 korakov.

V najslabsem primeru usmerjenega trikotnika ni in se tako vse zanke iztecejo.
Algoritem bo n-krat vstopil v zunanjo zanko, n?-krat v srednjo zanko, za
vsako povezavo pa bo §e n-krat vstopil v notranjo zanko. V tem primeru torej
algoritem opravi n + n? + mn korakov, kjer je m $tevilo povezav v grafu.

Naloga 1.10.

(a) ZapisSimo popravljen algoritem.
n — A.length()
fori=2,...,ndo
j—1i
while j > 1A A[j—1] > Ali] do
J—=ij-1
end while
A.reverse(j, i)
if j+1 < i then
A.reverse(j +1,1)
end if
end for

popravek: j —1namestoi—1

ponovno obrnemo Ze urejen del

(b) Izpisimo stanje “tabele” po vsakem klicu ukaza A.reverse.

A.reverse(j +1,1)

i j| A.reverse(j,i)
2 1]13,512,9,1,15]
3 31135,12,9,1,15]
4 31135912,1,15]
5 11[1,12,9,5,3,15]
6 61[1,3,5,9,12,15]
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Naloga 1.11.

(a)

(b)

Algoritem vrne TRUE natanko tedaj, ko v gafu G obstaja Hamiltonova pot
med vozlis§¢ema u in v. Trditev bomo dokazali z indukcijo.

Za graf z dvema vozli$€ema algoritem vrne TRUE natanko tedaj, ko sta vozli§¢i
povezani, torej, ko obstaja Hamiltonova pot. Denimo, da je zgornja trditev
pravilna za grafe z n > 2 vozlis¢i. Ce algoritem na vhod dobi graf z n + 1
vozlis¢i, potem vrne TRUE, Ce obstaja vozlisce w, ki je sosednje vozlis¢u u in
razli¢no od vozli§ca v, tako da v grafu G— u (z n vozlisci) obstaja Hamiltonova
pot od w do v. Ce je to res, potem v grafu G obstaja Hamiltonova pot od u do
v. Po indukciji trditev velja za vse grafe.

Spet bomo uporabili indukcijo. Pri n = 2 prvi pogoj ni resnicen, v zanko pa
ne vstopimo, tako da se zadnja vrstica izvede enkrat. Denimo, da se pri grafih
z n—1vozli§¢i (n = 3) zadnja vrstica izvede ©((n — 3)!)-krat, in obravnavajmo
primer, ko ima graf G natanko n vozli§¢. Ker ima vozli§¢e u natanko n —2
sosedov in ker vozlis€e v ni krajis¢e nobene Hamiltonove poti, se v zanki
izvede n — 2 rekurzivnih klicev na grafu G — u z n — 1 vozlis¢i in isto lastnostjo
kot G. Po izteku zanke se nato izvede Se zadnja vrstica. Skupno Stevilo izvedb
zadnje vrstice je tako

1+(n-2)0((n-3)) =06((n-2)).

Naloga 1.12.

(a)

(b)

(©

Algoritem kli¢e ukaz A.reverseStart O(n?)-krat. Ker se ta izvede v konstant-
nem &asu, je torej éasovna zahtevnost algoritma O(n?).

Vtabeli 15 je izpisano stanje “tabele” po vsakem klicu ukaza A.reverseStart.
Vidimo, da po koncu algoritma “tabela” ni urejena, torej algoritem ne deluje
pravilno.

Da bomo dobili algoritem, ki bo pravilno urejal, bomo poskrbeli, da po ob-
hodu notranje zanke pri indeksih i in j velja A[k] < A[i] zavse k < j. Tako
bomo dosegli, da po obhodu zunanje zanke vrednost A[i] ni manj$a od svojih
predhodnikov, kar bo privedlo do urejenosti ob izteku zanke. V notranji zanki
bo torej treba poskrbeti, da vrednost A[j] pride na i-to mesto, elementi med
j-timin i-tim pa ostanejo v tem intervalu (ne nujno na istem mestu).
n — A.length()
fori=n,...,2do
forj=1,...,i—1do
if A[j] > A[i] then
A.reverseStart(i — 1)
A.reverseStart(i — j)
A.reverseStart(i)
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i j| Alil Alj] | A.reverseStart(j) | A.reverseStart(i)
5 1| 15 5
2 9
3 12
4 7
4 1| 7 5
2 9 [9,5,12,7,15] [7,12,5,9,15]
319 5
3 1| 5 7 [7,12,5,9,15] [5,12,7,9,15]
2| 7 12 [12,7,5,9,15] [5,7,12,9,15]
2 1| 7 5

Tabela 15: Potek izvajanja algoritma za nalogo 1.12(b).

end if
end for
end for

Algoritem $e vedno tece v éasu O(n?).

Da se prepricamo, da algoritem deluje pravilno, dokaZimo, da velja zgoraj
omenjena invarianta za notranjo zanko. Predpostavimo torej, da velja A[k] <
Alilzavse k< j. Ce velja tudi A[j] < Ali], potem se ne zgodi ni¢ in invarianta
drzi. V nasprotnem primeru oznacimo z ay (1 < h < n) vrednost A[i] ob
vstopu v obhod zanke, in z by, (1 < h < n) vrednost A[i] ob izstopu iz obhoda
zanke. Po predpostavki velja a; < a; (1 < k < j) in a; > a;. Poglejmo, kaj se
dogaja ob klicih ukazov A.reverseStart.

a, ey aj_l, aj, 6lj+1, ey aj—1, a4, dijsq,
A.reverseStart(i — 1) :

a1, eey aj+1, aj, dj_l, ceey a, ai, ajyl,
A.reverseStart(i — j):

aj, aj+1, ceey aj-1, Aj-1, ..., ay, a;, daj+l,
A.reverseStart(i) :

ai, a, ceey Qj-1, 4di-1, ..., Adj+1, A4j, Qj+1,
= b, by ..., bj, bj1, ..., bi-1, bi b,

Opazimo, davelja b; = aj>a; =byinb; = aj = a1 = by (2 <k < j). ZanCna
invarianta torej drZi.

Preizkusimo algoritem $Se na primeru iz tocke (b). Potek algoritma je zabele-
Zen v tabeli 16, iz katere je razvidno, da algoritem na tem primeru res deluje
pravilno.
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Jj | Alil Alj] | A.reverseStart(i —1) | A.reverseStart(i —j) | A.reverseStart(i)
1] 15 5

2 9

3 12

4 7

1 7 5

2 9 [12,9,5,7,15] 9,12, 5,7, 15] [7,5,12,9,15]
3 9 12 [12,5,7,9,15] [12,5,7,9, 15] [9,7,5,12,15]
1 5 9 [7,9,5,12,15] [9,7,5,12, 15] [5,7,9,12,15]
2 9 7

1 7 5

Tabela 16: Potek izvajanja algoritma za nalogo 1.12(c).
Naloga 1.13.

(a)

(b)

Opazimo, da ima algoritem tri dele, ki se razlikujejo le po tem, katera Stevka
v §tevilih se obravnava. Vsakic se Stevila iz tabele s dodajo v ustrezno vrsto,
nato pa se vsebina vrst zlepi (po vrsti po indeksih tabele T) v novo vsebino
tabele T. Zapisali bomo torej vsebino vrst po vsaki od zunanjih zank, vsebino
tabele s po sledeci zanki pa lahko razberemo.

zadnje: [100,200,980,1001, (1, (1, 11,11, [145], [146,486], [367,257], (1, [359, 359, 909]
srednje: [100,200,100,909], (], (1,1, [145, 146], [257, 359, 359], [367], [1, (980, 486, []
prve: [],[100,100, 145, 146], [200,257], [359, 359, 367], [486], (1, (1,1, [, (909, 980]

Algoritem torej vrne tabelo

(100,100,145, 146,200,257,359, 359, 367,486,909, 980].

Casovna zahtevnost algoritma je O(n) — notranje zanke namre¢ naredijo
konstantno Stevilo korakov.

(c) Algoritem uredi vhodno tabelo po velikosti in jo vrne. Pri tem upoSteva

(d)

dejstvo, da je mogoce trimestna Stevila predstaviti s kon¢nim §tevilom sim-
bolov iz kon¢ne abecede in tako doseZe tasovno zahtevnost, ki je boljsa od
Q(nlogn) (t.i. bucket sort).

Ker algoritem tece v linearnem casu, bo ¢as izvajanja premo sorazmeren
z velikostjo vhoda. Pri vhodu velikosti n = 50000 torej pricakujemo, da bo
algoritem potreboval priblizno

50000
——-0.255 =1.25s.
10000
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Naloga 1.14.
ZapiSimo algoritem.
function ZLIVANJE(S[O...n — 1] seznam Stevil)
if S.length() < 1 then
return S
end if
k2]
— %]
A — ZLIVANJE(S[O... k—1])
B — ZLIVANJE(S[k...¢ —1])
C—7L1(A,B)
D — ZLIVANJE(S[¢...n—1])
E—Z7115(C,D)
return E
end function

Casovno zahtevnost algoritma lahko opi$emo z rekurzivno zvezo
T(n) =3T () +00n).
3

Po krovnem izreku je casovna zahtevnost algoritma T'(n) = O(nlogn).

Naloga 1.15.
NapiSemo si matriko A, jo pomnoZimo z x, in v i-ti vrstici izrazimo x; iz enacb
Ax = b. Opazimo, da so vse vrednosti, ki jih rabimo za izrac¢un x;, Ze poracunane.
To je natanko reSevanje sistema enacb z Gaussovo eliminacijo, ki je bila za nas Ze
vnaprej narejena, ko smo kot vhod dobili zgornje trikotno matriko.
Vhod: A€ Z"*" zgornje trikotna matrika z nenicelnimi vrednostmi na diagonali, b € Z"

fori=nn-1,...,1do

Xj— (bi = X5y Aijxj)] Aii
end for

return (x;)"

i=1
Casovna zahtevnost algoritma je O(n?).

Naloga 1.16.

(a) Primer vhoda, ki ga algoritem ne uredi pravilno, je [2,3,1]. V prvem obhodu
algoritem najprej primerja 2 in 3 ter ju ne zamenja, nato pa $e zamenja 3 in
1. Ker je v obhodu opravil samo eno zamenjavo, se algoritem ustavi in vrne
seznam [2,1,3].

Primer lahko posplo$imo na sezname A[1... n] poljubne dolZine, za katere
velja A[i —1] < A[i] 2 <i<n-1)in A[n] < A[n-2]. Tako kot v prejSnjem
primeru algoritem zamenja le zadnja dva elementa, kar pa ne zadostuje za
pravilno ureditev.
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(b) Zapisimo opisani algoritem.
Vhod: A[l...n] seznam Stevil
k<2
while k=2 do
k<0
fori=2,...,ndo
if A[i —1] > A[i] then
Ali —1], Ali] — Alil, Ali —1]
k—k+1
end if
end for
end while
return A

Prepri¢amo se lahko, da po j-tem obhodu zunanje zanke zadnjih j elementov
na mestu. V najslabsem primeru algoritem torej opravi O(n?) korakov, kar
tudi doseZemo, ¢e na vhod dobi padajoce urejen seznam. Casovna zahtevnost
algoritma je torej O(n?).

(c) Stevilo primerjav je odvisno od $tevila obhodov zanke while. En sam obhod
doseZemo pri Ze urejenih seznamih in pri primerih iz tocke (a). Vtem primeru
algoritem opravi n primerjav elementov seznama A in dve primerjavi pri
vstopu v zanko while (pri zadnji se zanka konca).
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2.2 Celostevilsko linearno programiranje

Naloga 2.1.
Za vsak projekt p; € 22 bomo uvedli spremenljivko x;, katere vrednost interpreti-
ramo kot
1, cCenajobcina sponzorira projekt p;, in
X; =
l 0 sicer.
ZapiSimo celostevilski linearni program.

n

max )  ¢iX; p-p-
i=1

Vie{l,...,n}: 0<x;<1, x;€Z

Naloga 2.2.
Celostevilskemu linearnemu programu iz resitve naloge 2.1 bomo dodali nove
omejitve.

@ V(pi,pj)eV:xi<x;

(b) VHeS: ) x;=<1
pieH

Naloga 2.3.

Za vsako skladisce, ki ga uporabimo, Zelimo vedeti, kateri stranki bomo dostavili
dobrino. Za i-to skladi$Ce (1 < i < n) in j-to stranko (1 < j < m) bomo uvedli
spremenljivko x;;, katere vrednost interpretiramo kot

1, cebomo iz i-tega skladisc¢a dostavili j-ti stranki, in
Xii=
Y 0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

n m
min ) ) (fi+cij)xij p-p.
i=1j=1
Vie{l,..., n} Vje{l,...,m}:Osxijsl, Xij€Z

Vsako skladis¢e uporabimo najve¢ enkrat:
m

Vie{l,..,n}: ) xij<1
j=1
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Zadostimo potrebe vsake stranke:

n
Vjell,...,m}: le-jzdj
i=1

Naloga 2.4.
Naj bo G = (V, E) neusmerjen graf. Mnozica D € V dominira graf G Ce je vsako
vozlis€e iz V bodisi v D, bodisi ima soseda v D. Pri problemu dominacijske
mnozice i§¢emo najmanj$o mnozico Dy, ki dominira graf G.

Za vsako vozlis¢e v € V bomo uvedli spremenljivko x,, katere vrednost inter-
pretiramo kot

)L vozlis¢e v je vmnoZici Dpp, in
= 0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

min ) x, p.p.
veV
YveV: O<x,<1, x,€Z
YveV:x,+ quzl
uveE

Naloga 2.5.
Naj bo G = (V, E) dvodelen graf. Lahko torej zapiSemo V = Au B tako, da sta
mnozici A in B disjunktni ter za vsako povezavo uv € E velja u € A, v € B. Mno-
Zica M c E je prirejanje, Ce nobeni dve povezavi iz M nimata skupnega krajisca.
IS¢emo najvecje prirejanje Mpax.

Za vsako povezavo uv € E bomo uvedli spremenljivko x,,,, katere vrednost
interpretiramo kot

1, povezava uv je vmnozici My, in
Xuy = .
0 sicer.

Zapisimo celos§tevilski linearni program.

max ) Xy, P.p.

uveE
YuveE: 0<xyy, <1, xy,,€Z
YueA: ) xuyp<1

uvekE

YveB: Y xuyy<1

uveE
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Naloga 2.6.
Naj bo G = (V,E) usmerjen graf in u,v € V njegovi vozlis¢i. Poiskati Zelimo
najkrajso pot P, od vozli§¢a u do vozlis¢a v.

Za vsako povezavo uv € E bomo uvedli spremenljivko x,,, katere vrednost
interpretiramo kot

1, povezava uv jevpoti Py, in
Xuv = X
0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

min ) Xy, PP

UveE
YuveE: 0<xy,p<1, xyy€”Z
Iz vozlis¢a u izstopimo enkrat ve¢ kakor vstopimo:
YUEE uzekE
V vozlisce v vstopimo enkrat ve¢ kakor izstopimo:
Z Xyy — Z Xyz=1
YVEE vzeE
V ostala vozli§¢a vstopimo natanko tolikokrat kakor vstopimo:
YweV\{u,vh: Y Xyw— Y, Xwz=0

YWeE wzeE

Zgornje omejitve sicer dovolijo, da posamezno vozlice obiS¢emo veckrat, a se je
mogoce teh zank znebiti, pri Cemer se vrednost ciljne funkcije zmanj$a. Tako bo
optimalna res§itev zagotovo pot od vozli§¢a u do vozlis¢a v.

Naloga 2.7.

Ostevil¢imo gnezda s Stevili od 1 do 12: gnezdi tascic naj imata Stevili 1 in 2,
gnezda vrtnih penic naj imajo Stevila 3 in 4, 5 in 6, gnezda travniskih cip naj
imajo Stevila 7 in 8, in 9, gnezdi belih pastiric naj imata $tevili 10 in 11, sovino
gnezdo pa naj ima Stevilo 12. Za i-to gnezdo (1 <i <12) in j € {1,2,3} bomo
uvedli spremenljivko x;, katere vrednost interpretiramo kot

1, cenajkukavica v i-to gnezdo izleZe natanko j jajc, in
Xjj=
Y 0 sicer

Naj bo V = {{1,2},1{3,4,5,6},{7,8,9},{10, 11}, {12}} particija indeksov gnezd glede
na vrsto ptice. ZapiSimo celostevilski linearni program.

12 3

max ) Y jpijXij PP
i=1j=1

Viell,...,12} Vje{l,2,3}: 0<x;;<1, x;;€Z
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V vsakem gnezdu je doloceno §tevilo jajc:
3
Vie{l,...,12}: ) x;j<1
j=1
Skupaj izleze 16 jajc:

—

2

3
Y jxij=16
i=1j=1

K vsaki vrsti ptice izleZe vsaj eno jajce:
3
VSeV: szijZI
i€eSj=1
Pri tascCicah izleZe strogo vec jajc kot pri belih pastiricah:
2 3 11 3

IDNETEDIDIETES!

i=1j=1 i=10j=1
Pri drugi beli pastirici ne bo odloZila jajca, ¢e bo pri prvi tascici odlozila dve jajci ali

vec:

3 3
lej-f- lel,j <1
=2 im

Naloga 2.8.

Zavsako sorto i € I ={RM, LR, RR} (rumeni muskat, ladki rizling, renski rizling)
in kupca j € J ={K, L, Z, O} (bar Kocka, bar Luka, Zupni$¢e Sv. Martin, obcina
Duplek) bomo uvedli spremenljivko x; j, katere vrednost interpretiramo kot

{ 1, CenajJanez proda sorto i kupcu j, in
x,-j =

0 sicer.
Zapisimo celostevilski linearni program.

maXZOOOxRM,K +2200xRM,L+750xRM,Z+ 1800xRM,O
+ IOOOOXLR)K+55OOXLRL +75OJCLR,Z +1800xLR,O
+ SOOoxRR,K +5500xRR,L +750xRR,Z +1800xRR,o p-p-

VielVje]:0=x;j<1, xij€Z
Vsako sorto proda najve¢ enemu kupcu:
Viel: Z xij=1
jeJ
Vsak kupec dobi najvec eno sorto:
Vje]: Z xij=1
iel
Obcina ne bo kupila rumenega muskata ali laskega rizlinga:

XpM,0+ XLR,0 =0
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Ce Kocka dobi laski rizling, potem Luka dobi rumeni muskat:

XLR,K = XRM,L
Ce obé¢ina in Zupni$¢e ne kupita nicesar, tudi Kocka ne kupi ni¢esar:
Y (Xi,o+Xiz—Xik) =0
iel
Zenin pogoj:

X5y, At Xsp B+ Z xscijZ
JEIMCY

Naloga 2.9.
Graf G = (V, E) smatramo kot usmerjen graf (Ce je dani graf neusmerjen, vsako
povezavo nadomestimo s parom nasprotno usmerjenih povezav). Najbo n = |V|
Stevilo vozlis¢ grafa G. ReSitev celostevilskega linearnega programa predstavlja
usmerjeno drevo najkrajsih poti s korenom v vozlis¢u u.

Za vsako povezavo vw € E bomo uvedli spremenljivko x,,,, katere vrednost
interpretiramo kot

1, povezava vw je v drevesu najkrajsih poti, in
Xyw = .
0 sicer.

Poleg tega bomo za vsako vozlisce v € V uvedli Se spremenljivko y,, ki nam pove
razdaljo od vozlis¢a u do vozli§¢a v. Minimizirati Zelimo vse vrednosti y,, zato
bomo minimizirali njihovo vsoto.

ZapiSimo celoStevilski linearni program.

min )y, p.p.
veV
YvwekE: 0<xpw=<1 Xxppwe”Z

Vozlis¢e u nima vstopne povezave v drevesu:

2: Xy =0

vueE
Ostala vozlis¢a imajo natanko eno vstopno povezavo v drevesu:

YweV\{u: ) xw=1
VweE
Vozlis¢e u je na razdalji 0 od sebe:

Yu=0
Ce je povezava vw v drevesu, je razdalja do w vsaj za 1 ve¢ja od razdalje do v, sicer
paje razlika najve¢ n—1:

YvweE: YWwt+nxyy<ypy+n-1
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Naloga 2.10.
Pravilno barvanje (neusmerjenega) grafa G = (V, E) je taka dodelitev barv vozli-

.....

grafa G je najmanj3e Stevilo barv, ki jih potrebujemo za pravilno barvanje grafa G.

Naj bo n = | V] §tevilo vozliS¢ grafa G - to je tudi najvecje Stevilo barv, ki jih
lahko uporabimo. Za vsako vozlis¢e v € V in vsako barvo i (1 < i < n) bomo
uvedli spremenljivko x,;, katere vrednost interpretiramo kot

1, vozlis¢e v pobarvamo z barvo i, in
Xyi = .
0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko ¢, ki Steje uporabljene barve.
Zapisimo celostevilski linearni program.

min ¢ p.p.
VveVVie{l,...,n}: 0<x,;<1, x,;€Z

Vsako vozli$€e je natanko ene barve:

n
YveV: vaizl
i=1

.....

VYuveEVie{l,...,n}: xyi+xp; <1
Omejimo ¢ z indeksi uporabljenih barv:

YuveEVie{l,...,n}: ixpi <t

Naloga 2.11.

Pot bomo opisali z mnoZzico povezav v polnem grafu z n vozlis¢i (mesti), ki tvorijo
cikel. Za vsak par mest (i, j) (1 < i, j < n) bomo uvedli spremenljivko x;;, katere
vrednost interpretiramo kot

{ 1, iz i-tega mesta odpotujemo v j-to mesto
xij =

0 sicer.

Poskrbeti bomo morali Se, da bo nasa resitev res sestavljena iz enega samega
cikla. V ta namen bomo za i-to mesto (1 < i < n) uvedli spremenljivko y;, ki
pove, katero po vrsti smo to mesto obiskali. Ker je resitev cikel, si lahko poljubno
izberemo, katero je prvo obiskano mesto (npr. mesto z indeksom 1).

Zapisimo celostevilski linearni program.

n o n
min Z Z XijCij p-p.
i=1j=1

Vi,je{l,...,n}: OSJC,']'SI, xl-]-EZ
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V vsako mesto prispemo natanko enkrat:

n
Vjell,...n}: Y x;j=1
i=1
Vsako mesto zapustimo natanko enkrat:

n
Vie{l,..,n}: Y xijj=1
i-1

Ce iz mesta i potujemo v mesto j > 1, mu to sledi v vrstnem redu:

Viell,...,n} VjE{2,...,n}:y,~+nx,~jsyj+n—1

Zadnji pogoj poskrbi, da resitev nima cikla brez mesta z indeksom 1. Skupaj
s pogojema, da vsako mesto obis¢emo in zapustimo natanko enkrat, si tako
zagotovimo, da bo reSitev obsegala natanko en cikel. Vrednost spremenljivk y;
(1 =i < n) ni omejena — zadnji pogoj poskrbi le, da je najvecja razlika med njimi
enaka n—1.

Naloga 2.12.
Denimo, da imamo usmerjen graf G = (V, E), kjer ima vsaka povezava uv € E
svojo ceno ¢y, (Ce je dani graf neusmerjen, vsako povezavo nadomestimo s
parom nasprotno usmerjenih povezav z isto ceno). Minimalno vpeto drevo je
drevo T = (V,E') z E' € E, za katerega je vsota cen povezav iz E' najmanjsa.

Naj bo n = | V] $tevilo vozlis¢ grafa G. Za vsako povezavo uv € E bomo uvedli
spremenljivko x,,,, katere vrednost interpretiramo kot

{ 1, povezava uv je vmnozici E', in
Xuy =

0 sicer.

Poskrbeti moramo Se, da bo nasa resitev res drevo. Izberimo si vozlis¢e r € V
kot koren drevesa in za vsako vozlis¢e v € V uvedimo $e spremenljivko y,, ki se
povecuje z globino vozlis¢a v drevesu.

Zapisimo celostevilski linearni program.

min ) XuyCuy PP

uvek
YuveE: Osxyw=<1, xyy€”

Vvozlis¢e r ne vstopi nobena povezava v drevesu:

2: Xyr=0

urekE
V ostala vozli$¢a vstopi natanko ena povezava:

YueV\{r}: > xu=1

uvek

Vrednost y, (v € V) se poveceje po povezavah iz drevesa:

YuveE: y,+nxy,<y,+n-1
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Zadnji pogoj poskrbi, da so vsa vozli§¢a v drevesu in ne v nepovezanem ciklu.
Podobno kot pri nalogi 2.11 vrednost spremenljivk y, (v € V) ni omejena — pogoj
poskrbi le, da je najvecja razlika med njimi najvec¢ n — 1.

Naloga 2.13.

Za i-tega asistenta (1 < i < n) in j-ti predmet (1 < j < m) bomo uvedli spremen-
ljivki x;; in y;j, kjer je x;; Stevilo skupin, ki jih i-temu asistentu dodelimo pri
j-tem predmetu, vrednost y;; pa interpretiramo kot

1, i-tiasistent bo izvajal vaje pri j-tem predmetu, in
Yij= .
& 0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko ¢, s katero omejimo najvecje Stevilo
razli¢nih predmetov pri posameznem asistentu.
Zapisimo celoStevilski linearni program.

min ¢t p.p.
Vie{l,...,n}Vje{l,...,m}: %20, xij€Z
Vie{l,...,.n}Vjell,...,m}: 0<yij<1, yijez
x;j = 0 natanko tedaj, ko y;; = 0:
Vie{l,...n}Vjell,...,m}: Vij S Xij < i)

Omejimo Stevilo ur za vsakega asistenta:

3

ViE{l,...,n}:a,-S ujxl'ij,'
J

Il
—

NezZelenih predmetov ne dodelimo:

Viell,...,n}: Y yij=0
JEN;

Za vsak predmet dodelimo potrebno Stevilo skupin:
n
VjE{].,...,m}: lejzcj
i=1
Nobenega predmeta ne dodelimo asistentoma p in g:

Vie{lomit  ypi+tygis1

Stevilo razli¢nih predmetov na asistenta omejimo s ¢:

n
Viell,...,n}: Y yijst
j=1
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Naloga 2.14.

Za stroj i (1 < i < n) bomo uvedli spremenljivko x;, dodatno za opravilo j in
Casovno enoto h (1 < h, j < m) pa Se spremenljivko y;;,. Njihove vrednosti
interpretiramo kot

{ 1, Ce stroj i izvede vsaj eno opravilo, in
Xi =

0 sicer;

1, Ce stroj i izvede opravilo j v ¢asovni enoti £, in
ter yijn= .
0 sicer.

Dodatno bomo uvedli Se spremenljivko £, katere vrednost bo enaka ¢asovni enoti
dokoncanja zadnjega stroja.
ZapiSimo celoStevilski linearni program.

min ¢ p.p.
Viel{l,..., n}: 0<x; <1, X;€Z
Vie{l,...,n}Vjhefl,...,m}: 0<yijn<l, VYijne”Z
Vsako opravilo se izvede natanko enkrat:
n m
Vjefl,...,m}: Y Y vigm=1
i=1h=1
Vsako stroj lahko hkrati opravlja najve¢ eno opravilo:
m
Vie{l,...,n}Vhe(l,...,m}: Y yijn<1
j=1
Omejitev stroskov obratovanja:
m m
Vie{l,...,n}: Y. Y yijp<mx;
j=1h=1
n
Y cixi=C
i=1

Vistni red opravil:
n m
V(,k)eP: )Y Y h(yikn—Yijn) =1
i=1h=1
Hkratnost opravil:

n
V(j,k)ESVhE{l,...,m}: Z(,Vijh"‘)’ikh)Sl
i=1
Omejitev hkrati aktivnih strojev:

m
VYhell,...,m}: Y yijnsA
i=1j=1
Omejitev ¢asa dokoncanja:
Vie{l,...,n}Vjhefl,...,m}: hyijn<t
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Naloga 2.15.

(a) Ocitno je, da bomo uporabili najvec n ko3ev, saj lahko vsak predmet posta-
vimo v svoj ko§. Zato bomo za i-ti predmet in j-ti kos (1 < i, j < n) uvedli
spremenljivko x;;, katere vrednost interpretiramo kot

1, i-ti predmet postavimo v j-ti ko§, in
Xi: =
Y 0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko ¢, ki bo §tela Stevilo uporabljenih
kosev.

Zapisimo celostevilski linearni program.
min ¢ p-p-
Vi,je{l,...,n}: Osxl-jsl xijEZ

Vsak predmet gre v en kos:

n
Viell,..., n}: injZI
j=1

Omejitev velikosti koSev:

Vjiell,...n}: Y sixij<V

Stetje kosev:

Vi,jell,...,n}: jxijst

(b) Dodajmo Se zahtevano omejitev.

V(h,i)e LVjell,...n}: xpj+x;j<1

Naloga 2.16.

Za vsak streznik h (0 < h < k), ponudnika i (1 <i < m) in posnetek j (1< j<n)
bomo uvedli spremenljivko xp;j, za streznik h (1 < h < k) in posnetek j (1< j < n)
pa dodatno $e spremenljivko yj;. Njihove vrednosti interpretiramo kot

{ 1, ponudniku i po$iljamo posnetek j iz streznika £, in
Xhij =

0 sicer;

1, posnetek j naloZimo na streznik £, in

ter Ynj :{0 sicer.
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Zapi8imo celostevilski linearni program.

k m n
minZZZrithixh,-j P-p-
h

=0i=1j=1
Vhel0,...,k}Vie{l,...m}Vjefl,...,n}: 0<xpij<1, xpjj€Z
Vhell,...,k}Vje(l,...,n}: 0<ynj<1l, yp€Z
Omejitev prostora:
n
Yhell,... k: Y Siynj<cn
j=1

Za dostavo mora biti posnetek prisoten na strezniku:
Vhe{0,...,.k}Vie{l,.... m}Vje(l,...,n}: Xnij < Vhj
Streznika za posnetek ne uporabimo, €e se nahaja na strezniku z manj$o latenco:
Vh,te{0,...,k}Vie{l,.... m}Vjell,...,n}: Cni— i) (Xpij+yej) =1

Vsak posnetek posiljamo ponudniku iz natanko enega streZznika:

m
Yhel{o,...,k}Vjell,...,n}: Y xpij=1
i=1

Naloga 2.17.

Za i-tega trgovca (1 < i < n) bomo uvedli spremenljivke x;, y; in z;, pri Cemer sta
x; in y; Stevilo zabojev avokadov oziroma banan, ki jih distributer proda i-temu
trgovcey, in z; Stevilo voZenj tovornjakov, ki bodo sadje dostavili do i-tega trgovca.
Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivki « in v, ki ju interpretiramo kot

3 {1, trgovec p kupi avokade, in

0 sicer;

1, trgovec p kupi banane, in
ter v=

0 sicer.

ZapiSimo celoStevilski linearni program.

n
max Y _(a;x; +b;y; — diz) p-p.
i=1
Viell,..., n}: x;=0, x;€”Z
Viell,...,n}: viz0, y;eZ
Vie{l,...,n}: z; =20, zjeZ

O<su<l, ue”z
O<sv<l veZ
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Skupno 3tevilo zabojev:

IA

A
B

I\

n
2 xi
i=1

n
Z Yi
i=1
Omejitev porabe trgovca:

Vie{l,...,n}:aixi+biy,~ =< Cj

Stevilo tovornjakov:

Viell,...,n}: Xi+yi <Kz
Trgovec p ne kupi obojega:
Xp < Au
Yp < Bv
u+v=l
Trgovec g kupi avokade, ¢e jih tudi r:
Xr < Axq

Naloga 2.18.

Ocitno bomo potrebovali najve¢ n delavceyv, zato bomo za h-tega delavca (1 < h <
n), i-tonalogo (1 < i < n) in k-to ¢asovno enoto (1 < k < T) uvedli spremenljivko
Xnik, katere vrednost interpretiramo kot

1; h-ti delavec zacne izvajati i-to nalogo v k-ti ¢asovni enoti, in
Xhik = .
' 0 sicer.
Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko r, ki §teje Stevilo delavcev.
ZapiSimo celostevilski linearni program, pri Cemer uporabimo oznako T; =
T —t; + 1 za zadnji moZen Cas zacetka i-te naloge.

min r p.p.
Vh,iE{l,...,n}VkE{l,...,T}Z 0<xpixr =1, xhikEZ
r=0, rezZ

Vsako nalogo opravi natanko en delavec in jo pravo¢asno konca:

n T;
Viell,... n}: YY) xpik=1
h=1k=1

Vsak delavec lahko hkrati izvaja samo eno nalogo:

n k'+fi—1
Vhiell,..,myVke{l,...,Ti}: (6 = DXpix+ Y, D, Xpje <t
j=1 ¢=k
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Vrstni red opravljanja nalog:

n T;
V(i,jle SVkefl,..., Ti}: Z(xh,'k— Z xhjg)SO
h=1 l=k+t;

Stetje delavcev:

Vh,ief{l,...,n}Vke{l,...,T}: hxpic <71

Naloga 2.19.

Naj bo m stevilo vozlis¢ grafa G. Ocitno bo linija obiskala najve¢ m postaj, zato
bomo za postajalis¢e u € V in i € {1,..., m} uvedli spremenljivko x,;, za vsako
povezavo uv € E pa Se spremenljivko y,,,. Njihove vrednosti interpretiramo kot

1; postajalise u obis¢emo i-to po vrsti, in

Xui = )
0 sicer;

1; postajalisc¢i u in v obis¢emo zaporedoma, in

ter yuu= .
0 sicer.

ZapiSimo celostevilski linearni program.

n
max ) Y Xui  p.p-

ueVi=1
YueVVie{l,...,m}: 0<x, =<1, Xui =72
YuvekE: O<yw=1, VYuv =2
Vsako postajali§ce obis¢emo najvec enkrat:
m
YueV: Z Xui <1
i=1
Naenkrat obiS¢emo najvec eno postajalisce:
Yie{l,...,m}: Y xuis1
ueV
Indeksov ne izpus¢amo:
Vie2,...,m}: Y XuiS Y Xyl
uevVv uev

Nesosedna postajaliS¢a niso zaporedna:
YuvgEVYie2,...om}: Xyj—1+Xui+Xyi-1+xy=1

Zacnemo v postajaliscu p;:

xpl,l =1
Postajali$¢a iz seznama si sledijo v podanem vrstnem redu:
m
Viell,...mVjei2,...,n}: XpiiS ) Xpih
h=i+1
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Koncamo v postajaliscu pj:
m
Viell,...,m}: (m—i)xpmi+ Z Z Xyph<m-—i
ueV h=i+1
Casovna omejitev:
YuveEVYie2,...om}: Xyj—1+Xyi+Xyi—1+Xpi < yup+1
Z CuvYuv =T

uvekE

Naloga 2.20.
Zaigralcai€ Ain j-tiklub (1 < j < n) bomo uvedli spremenljivko x; , za igralca
i € B pa spremenljivko y;. Njihove vrednosti interpretiramo kot

1; igralca i prodamo j-temu klubu, in
Xij=
Y 0 sicer;

{ 1; odkupimo ogralca i
ter y;=

sicer.

ZapiSimo celostevilski linearni program.

n
max Z qiyi— Z Z qiXij p-p-
i€B i€eAj=1

Vie AVjef{l,..., n}: O=sx;5=1, xj€Z
VieB: O=syi =1, yeZz
Vsakega igralca prodamo najvec¢ enemu klubu:
n
Vie A: Z Xij = 1
j=1
Omejitev stroskov:
n
D2 TiVi= ) ) PijXijsS
i€B ieAj=1
Skupno Stevilo igralcev:
n
2 yi= ) Y xij=0
ieB ieAj=1
Stevilo igralcev za vsako pozicijo:

n
-1 Y yi- Y Y oxgsl

iEBNG iEANG j=1

n
-1< Z Yi— Z injSl

ieBND i€eAnD j=1
n

-1=< Z Yi— Z injil
ieBnM i€EANM j=1
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n
-1< Z Yi— Z injil

i€BNF i€ANF j=1
Igralca a in b gresta v isti klub:

Vjell,...,n}: Xaj = Xpj

Naloga 2.21.

Za del Evrope i € D, kjer je D = {S, Z,V, J} (severna, zahodna, vzhodna, juzna
Evropa), in kraj j € K, kjer je K = {Lon, Ber,Bud, Mad} (London, Berlin, Budimpe-
$ta, Madrid) bomo uvedli spremenljivko x;, za kraj j € K pa Se spremenljivko y;.
Njihove vrednosti interpretiramo kot

{ 1; iz dela i posiljamo ¢eke v mesto j, in
xij =

0 sicer;

1; odpremo podruZnico v mestu j
ter y;j=

sicer.

ZapisSimo celostevilski linearni program, pri ¢emer bomo stroske racunali v eno-
tah po 1000€.

min 50 Z Vj+28Xxs1on +84XsBer +112X5Bud +84XsMad
TR 60 Lon +20X7 Ber + 50X 2 5ud +50XZ Mad
+96Xy,Lon +60XyBer + 24Xy Bud + 60Xy Mad
+64x;10n +40X7Ber +40X;Bud +16X7Mad  D-P-
VieDVjeK:0=x;;<1, x;;€Z
VjeK: 0=sy;j<1, yjeZ
Iz posameznega dela posiljamo v eno podruZnico:
VieD: ) xijj=1
jeK
Ce nekam posiljamo, odpremo podruZnico:

VjeK: injs4yj
ieD

Naloga 2.22.

Za vsakega igralca Zelimo vedeti, ali bo ¢lan zaCetne postave. Igralcem po vrsti
dodelimo Stevila od 1 do 8. Za i-tegaigralca (1 < i < 8) bomo uvedli spremenljivko
x;, katere vrednost interpretiramo kot

{ 1, c¢ebona i-tiigralec v zacetni postavi, in
Xi =

0 sicer.
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ZapiSimo celostevilski linearni program.

max 213x; +208x, +203x3 +192xy
+196x5 +197x6 +200x7 + 195x5 p.p.

Viell,...,8}: 0<sx;=<1, xiEZ

V postavi je pet ¢lanov:

8
Z x;=5
i=1
V postavi so zastopane vse pozicije, od tega natanko en center:
Xx1+x2=1
X3+ x3+x5=21
Xg+x7+xg=1
V postavi je ali Ciril ali Filip:
Xx3+xg=1
Ce za¢ne Borut ali David, Hugo ostane v rezervi:

Xo+X4+2x3<2

Naloga 2.23.

Glede na to, da imamo v vsaki vrstici in stolpcu samo po dva otoka, bomo v
vsakem od njih zgradili najve¢ dva mostova med otokoma. Za i = 1,2,3 bomo
torej definirali spremenljivki x; in y;, ki povesta, koliko mostov bomo zgradili v
i-ti vrstici oziroma stolpcu. ZapiSimo linearne omejitve.

Vie{l,2,3}: 0<x;<2, xiEZ
Vie{l,2,3}: 0<sy;<2, y;eZ

X1+y1=2
x1+y2=1
Xo+)y2=3
X2+y3=3
x3+)1=3
X3+y3=2

Ciljna funkcija tukaj ni pomembna - zanima nas samo dopustna resitev.
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Naloga 2.24.

Uporabili bomo oznake sort in kupcev iz naloge 2.8, poleg tega pa naj n4 pomeni
Stevilo flaskonov sorte A, ki jih imamo na voljo. Za vsako sorto i € I in kupca j € J
bomo uvedli spremenljivko x; ;, ki pove, koliko flaskonov sorte i prodamo kupcu
j. Zapi§imo celostevilski linearni program.

max Z(lszM,j +8xLR'j + 15xRR,j) p-p-
je]
VielVje]: x,-jZO, xijEZ

Omejitve za sorte:

Z XRM,j <200
jeJ
Y xrr,j <1000
jeJ
)" Xxgr,j <5000
el
Omejitve za stranke:
Y xik <1500
iel
)" xi <500
iel
Y xi,0=<100
iel
Y xiz <50
iel

Omejitvi barov:

12xpnM x +8XLR Kk + 15XRR K < Z (IZXRM']' +8xLR,j + ISXRR']')

jelo,z}
12Xpp,L +8XLR, L + 15XRR,L = Z (IZXRMJ‘ +8XLR,]' + ISXRRJ‘)
jel0.2)
Zelje glede sort:
XRM,Z + XRR,Z = 50
XrM,0+XLR0=0
XRR,0 = 50
Zenin pogoj:

nA—ZxAj = XAB T XAC
jel
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Naloga 2.25.

Za vsako odprto celico s € € naj a; oznacuje Stevilko v celici s, tj., Stevilo min v
celicah iz mnozice N(s). Za vsako zaprto celico t € Z bomo uvedli spremenljivko
X;, katere vrednost interpretiramo kot

1; vcelici t je mina, in

Xy = A
0 sicer.

Najprej zapisimo omejitve, ki jih bomo vseskozi upostevali.

Vte Z: 0<x;<1, xs€Z

VseO: ) x;=as
teN(5)\O

(a) Zacetnim omejitvam dodamo Se

th:p_

teZ

Zanima nas le obstoj dopustne resitve, zato ciljna funkcija ni pomembna.

(b) Prizacetnih omejitvah uporabimo ciljno funkcijo

max y X
teZ

(c) Za vsako zaprto celico r € Z poiS¢emo dopustno reSitev celoStevilskega
linearnega programa z zaCetnimi omejitvami (in Se omejitvijo iz tocke (a), Ce
poznamo skupno Stevilo min) in ciljno funkcijo

min x;.

Ce je celostevilski linearni program dopusten z vrednostjo ciljne funkcije
enako 1, potem celica r nujno vsebuje mino.

Naloga 2.26.
Za Skatli i in j (1 < i, j < n) bomo uvedli spremenljivko x;;, katere vrednost
interpretiramo kot

{ 1, ce i-to Skatlo postavimo v j-to $katlo, in
Xi i=

0 sicer.

Ker Zelimo minimizirati volumen $katel, ki jih ne zloZimo v vecje Skatle, lahko
maksimiziramo volumen $katel, ki jih zloZimo v vecje Skatle. ZapiSimo celoStevil-
ski linearni program.
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n n
max ) viXij p.p.
i=1j=1

Vi,jE{l,...,l’l}: Osxijsl, xijEZ
Skatle ne moremo postaviti vase:
Vie{l,...,n}: xii =0

Vsako $katlo lahko postavimo v najvec eno vecjo Skatlo:
n
Vie{l,...,n}: ) xij;<1
j=1
Omejitev na volumnu Skatle:
n
Vjefl,...,n}: Z ViXjj < Vj
i=1

Skatle, ki vsebuje drugo skatlo, ne moremo postaviti v ve¢jo skatlo:

Vi, j,kefl,...,nb:xjj+xjp <1

Naloga 2.27.

(@) Zai-to ponudbo (1 < i < k) bomo uvedli spremenljivko x;, katere vrednost
interpretiramo kot

{1, Ce naj draZitelj sprejme i-to ponudbo, in
X =

0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

n

max ) ¢jX; p.p.
i=1

Vie{l,...,k}: 0<x;<1, x;€Z

k
VpeA: ) xi<1
peb

(b) Celostevilskemu linearnemu programu dodamo $e dva pogoja.

* Ceje ponudba 1 uspesna, potem mora biti uspe$na tudi ponudba 2 ali
ponudba 3:
X1 = X2+ X3
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* Ce so uspesne vse ponudbe s sodim indeksom, potem morajo biti ne-
uspesne vsaj tri ponudbe z lihim indeksom:

é(%(—l)l’)xisku{ﬂ—s

Razlaga: na levi strani ponudbe z lihim indeksom $tejemo enkrat, po-
nudbe s sodim indeksom (teh je L%J) pa trikrat. Ce sprejmemo vse
ponudbe s sodim indeksom, potem desna stran omejuje Stevilo spreje-
tih ponudb na k — 3 - vsaj treh ponudb z lihim indeksom torej nismo
sprejeli. Ce pa ne sprejmemo vseh ponudb s sodim indeksom, je vsota
na levi za vsaj 3 manjSa od maksimalne, tako da lahko sprejmemo po-
ljubno $tevilo ponudb z lihim indeksom.

Naloga 2.28.
Zaie{l,...,n} bomo uvedli spremenljivko x;, katere vrednost interpretiramo kot
1, a;el,
Xi =
0; a;¢L.

Zapisimo celostevilski linearni program.

n
max Y x;(a;)* p.p.
i-1

Vie{l,...,n}: 0=<x;<1, x;€Z
X1+x=<1
X3+x5—x7<1

n
(n-4x4+ ) x;<n
in1

n n
Z X = Z xi+1
i=1 i=<10

D~

a;>0

Naloga 2.29.
Za i-ti predmet (1 < i < n) in j-ti tovornjak (1 < j < 5) bomo uvedli spremenljivki
x;j in yj, katerih vrednosti interpretiramo kot

1; i-ti predmet naloZimo na j-ti tovornjak, in
Xii=
Y 0 sicer;

) { 1; tovor na j-tem tovornjaku ne presega mase M, in
er y] =

0 sicer.
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Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko ¢, ki bo predstavljala obremenitev naj-
bolj obremenjenega tovornjaka.
Zapisimo celostevilski linearni program.

min ¢ p.p.
Viefl,...,n}Vjell,...,5}: O=x;;=<1, xije€Z
vjeil,...,5}: 0=syj=1, ijZ
Vsak predmet naloZimo na en tovornjak:
5
Viell,...,n}: Y xij=1
j=1
Najvecja obremenitev:
n
Vjeil,...,5}: Zmix,'jSl'
i=1
Zapisimo Se dodatna pogoja.
(a) Tovor na prvem tovornjaku ne presega mase M:
n
Z mixyj = M
i=1

(b) Na vsaj enem tovornjaku tovor ne presega mase M:

n
Vjefl,...,5: ) mi(xij+yj—1) < My,
i=1

5
RIER!
j=1

Naloga 2.30.

(@) Zai,je€{l,...,n} bomo uvedli spremenljivko x; j, katere vrednost interpreti-
ramo kot
{ 1; na i-to mesto postavimo S$tevilo j, in
Xi i=

0 sicer.

Poleg tegabomo za i € {1, ..., n} uvedli Se spremenljivko y;, ki bo predstavljala
manj$o od vsot Stevil strogo levo in strogo desno od i-tega mesta.

Zapisimo celostevilski linearni program.

n

max ) y; pP.p.
i=1

Vi,j(—:{l,...,n}: OSxijSl, xijEZ

Viell,...,n}: yi=0, Vi€eZ
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Vsako Stevilo postavimo na eno mesto:
n
Vjell,...,n}: Y xij=1
Na vsako mesto postavimo eno Stevilo:

n
Viell,...,n}: injzl

Dobitek ob izbiri i-tega mesta:

~.

Vie{l,..., n}: xhjzy,

Viefl,...,n}: JXnj=

>3
h=1j=1
sy
(b) Dodajmo Se pogoj, da sta Stevili 1 in 2 sosednji.

n
1< Z i(xj1—xp2) <1
i=1

Naloga 2.31.

Naj bo d;j dobicek, ki ga tovarna na stopnji j prinese v drZavi i, ter n;; trenutno

Stevilo tovarn na stopnji j v drZavi i. Definirajmo §e mnoZice
= {AT,SI,IT,HU, HR},

EU = {IR,1Q,AF, TM, PK,AM,AZ} in
D=EUUEU

(tj., drzave oznacujemo s kodami ISO 3166-1 alpha-2). Za drzavo i € D in stopnjo
razvoja j (1 < j < 3) bomo uvedli spremenljivko x; , katere vrednost bo enaka

Stevilu tovarn na stopnji j v drzavi i, ki jih nadgradimo do stopnje j +1.
Zapisimo celostevilski linearni program.

3
max Z Z (di,j+1 - d,-j)x,-j b-p-
ieD j=1

VieDVje{l,2,3}: OSxianij, xl'jEZ
Nadgradimo najvec 15 tovarn:

3
ZZX,’]SIES

ieD j=1
V vsaki drzavi nadgradimo najvec 3 tovarne:

3
VieD: ZX,’]S?)
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Slovenija ima vec tovarn stopnje 4 kot Hrvaska:
Nnsi4 + Xs1,3 = NHR,4 + XHR,3 + 1
Slovenija ima vec tovarn stopnje 3 kot Italija:

N3 + Xsi2 — Xsp,3 = nyr,3 + X2 — X3 + 1
Nadgradenj v EU vsaj toliko kot izven EU:

> ixl‘j > ixij

i€EU j=1 ieEuJj=1

\%

Pogoj za AzerbajdZan in Armenijo:

XAM,1 = NaM,1(XAZ,2 — XAM,3)
Iran ima vsaj toliko tovarn stopnje 4 kot EU:

Y. (nia+Xi3) < R4+ XIR3
ieEU

Naloga 2.32.

Za vsako krizi$¢e oziroma vozlisce grafa G = (V, E) Zelimo vedeti, ali bo na njem
plinska maska. Za vsako vozlis¢e v € V bomo uvedli spremenljivko x,, katere
vrednost interpretiramo kot

1, cebo na v-tem vozliscu plinska maska, in
Xy =
0 sicer.

(a) Zapisimo celoStevilski linearni program.

min )_ x, p.p.
veV
VYveV: 0<sx,=<1, Xy EZ

Vsako krizi§ce ima masko ali pa jo ima eno izmed njegovih sosedov:

YveV:ix,+ ) x,=1

uveE
(b) Dodajmo $e omejitve za podane pogoje.
VkriZiS¢u s je maska, v kriZiS¢u ¢ pa ne:
Xs=1
x:=0

Najvec 2 izmed kriZis¢ s, ..., S, imata masko:
k
2:-x& =2
i=1

Ce je v kriZzis¢u v maska, v kriZi§¢u v, pa ne, je maska vsaj v enem izmed kriZis¢ vs
in vy:

Xy, — Xy, < Xy, + Xy,
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Naloga 2.33.

Zavsak bazen Zelimo vedeti, v kak§nem stanju bo po koncu petletnega obdobja.
Za i-ti bazen (1 < i < 20) bomo uvedli spremenljivki x; in y;, katerih vrednosti
interpretiramo kot

{ 1, Cese i-ti bazen nadgradi, in
X; =

0 sicer,

1, cese i-ti bazen proda, in
ter y;= .
sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

20
max i;xi pP-p-

Viefl,...,20}: 0=x;=1, x;€Z

Vie{l,...,20}: O=sy;=1, y ez
Ze nadgrajeni bazeni:

Vie{l,2,3}: xi=1

Nadgrajeni bazeni se ne prodajajo:

Viefl,...,20}: x;j+y;=<1

Nadgradi se najve¢ dvakrat toliko bazenov, kot se jih proda:
20 20
Z X; <2 Z Vi
i=4 i=1
Ce se nadgradi bazen 8, se tudi 11 in 14, bazen 15 pa ostane v Kopaltevi lasti:
3xg+ Y15 < X1a+x11+1
Ce bazeni od 15 do 20 ostanejo v Kopalevi lasti, se bazeni od 4 do 7 ne nadgradijo:

7 20
Zx,- <4 Z Vi
i=4

i=15
Bazen a se proda, bazen b pa nadgradi:

Xqa=1
=1

Bazen c ostane v nespremenjenem stanju:

1, ¢cece{l,2,3},in
Xc = .
0 sicer

Ye=0

Ker je ¢ konstanta, je tudi predzadnja omejitev linearna.
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Naloga 2.34.
Za povezavo uv € E bomo uvedli spremenljivko x,,,, katere vrednost interpreti-

ramo kot
1, uveM,
Xuv =

0, uvg M.

Zapisimo celoStevilski linearni program.

min Z w(uv)xy, p-p-

uveE
YuvekE: 0<xyp=<1, xyp€”Z
Vsako vozli§ce je krajisce najvec ene povezave iz M:
YueV: Y xup=1
uvekE

Za vsako povezavo obstaja povezava v M s skupnim kraji§¢em:
YuveE: Z Xyw + Z Xyw =1

uwekE vweE

Naloga 2.35.

Naj bo 7 tevilo vozlis¢ grafa G. Oc¢itno bomo lahko mnoZico njegovih vozlis¢
razbili na najve¢ n podmnozic, zato bomo za vozlis¢e u € Vin i € {1,..., n} uvedli
spremenljivko x,;, katere vrednost interpretiramo kot

1, uevj,
Xy =
“To ugv

Poleg tega bomo za vozli§¢i u, v € V uvedli Se spremenljivko y,,,, ki bo predstav-
ljala razdaljo med njima. Nazadnje bomo uvedli $e spremenljivko ¢, ki bo Stela,
koliko podmnozic potrebujemo.

Zapisimo celostevilski linearni program.

min ¢ p-p-
YueVVie{l,...,n}: 0<xy <1, Xy €”Z
Yu,veV: Yur =0, Yuv €Z
t=0, te”Z
Vsako vozli§¢e postavimo v eno podmnoZzico:
YueV: zn: Xui=1
i=1
Stetje podmnoZic:
YueVViell,...,n}: ixyi <t

Razdalje v podmnozicah:

Yu,veV,uZv: G+ (xy+xpi—1) < yup
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Razdalje med vozlisci:
YueV: Vuu=0
Yue VVvwekE: “1<yuww—Yuw=1

Mavri¢no pakirno $tevilo x ,(G) dobimo kot vrednost ciljne funckije zgornjega
celostevilskega linearnega programa.

Opomnimo, da vrednosti y,, v dopustnih reSitvah zgornjega programa ne
predstavljajo nujno dejanskih razdalj med vozlisci - velja le y,,, < dg(u, v). Ker
pazau,veV;veljay,, =i+1,sledidg(u,v) =i+1, kar ustreza pogojem naloge.

Naloga 2.36.
Zavozlis¢e u € V in i-to barvo (1 < i < k) bomo uvedli spremenljivko x,;, katere
vrednost interpretiramo kot

1; vozlis¢e u pobarvamo z barvo i, in
Xui = .
0 sicer.

Zapisimo omejitve za celostevilski linearni program. Ker nas zanima le obstoj
dopustne resitve, ciljna funkcija ni pomembna.

YueVVie{l,..., k}: 0<x,; <1, x,€Z

Vsako vozlis¢e pobarvamo z eno barvo:
k
YueV: Z Xui=1

Sosedni vozli§¢i nimata iste barve:
Vuve EViell,..., k}: Xui+Xpi <1
Stevilo vozlis¢ dveh razlicnih barv se razlikuje za najvec 1:
Vi, je{l,.kl i<ji—1= ) (xui—xuj) <1

ueV

Naj bo 7 stevilo vozli$¢ in m Stevilo povezav grafa G. Potem ima zgornji celoste-
vilski linearni program nk celostevilskih spremenljivk in 2nk + n+ mk+ k(k—-1)
pogojev.

Naloga 2.37.

Opazimo, da Zelimo imeti ¢im nizje vrednosti f(x), g(y), h(z), zato bo zadostovalo,
da za ustrezne spremenljivke f, g, h podamo spodnje meje. Prav tako opazimo,
da bo za optimalno resitev zagotovo veljalo x, y, z < 100. Tako bomo uvedli se
spremenljivke t, u, v, w, katerih vrednosti interpretiramo kot

1; z>0, 1, x=5,
= u=
0; z=0; 0; x<5;
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1, y=5, I; z=5,
V= ter w=
0; y<5; 0; z<5.

Zapisimo celoStevilski linearni program.

min f+g+h pP-p-

8 hxy2=20, 8 hxyzeZ
O<t,u,vyw<l, tL,u,v,wez

f=10+5x

g=10

g=5+5y

z=100¢

h=8+2t+4z

x+y+z=100

xX=5u

y=5v

z=z5w

u+v+w=2

Naloga 2.38.

Opazimo, da Zelimo imeti ¢im nizji vrednosti fi (x;) in f>(x2), zato bo zadostovalo,
da za ustrezni spremenljivki f; in f, podamo spodnje meje. Prav tako opazimo,
da bo za optimalno resitev zagotovo veljalo x; < 100 in x, < 23@. Tako bomo
uvedli Se spremenljivki y; (i = 1,2), katerih vrednosti interpretiramo kot

B 1; x;>0,
Vi 0; x;=0.

Zapisimo celostevilski linearni program.

min fi + f> p-p-
0=sy,y2=1, y1,)2€Z
i fox1,%220
X1 =100y
3x2 =200y,

f1 =>5x1 + 10y1
fz =>4x + 20y2
100x; +150x = 10000
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Naloga 2.39.
Zai,j,ke€{l1,2,3,4} bomo uvedli spremenljivko x; ks katere vrednost interpreti-
ramo kot
{1; na polje (i, j) vpiSemo Stevilo k, in
Xhij =

0 sicer.

Zapis$imo omejitve za celostevilski linearni program. Zanima nas samo njegova
dopustnost, tako da ciljna funkcija ni pomembna.

Vi, j,ke{l,2,3,4}: 0<sxjjr=1, Xxjjx€Z

V vsako polje vpisemo eno Stevilo:
4
Vi, j€{1,2,3,4}: Y xije=1
k=1

Vsako $tevilo se pojavi enkrat v vsaki vrstici in stolpcu:

Vi, ke{l,2,3,4}: Y xije=1
j=1
4
Vj,kefl,2,3,4}: Y xijr=1
i=1

Vsako Stevilo se pojavi enkrat v vsakem kvadratku 2 x 2:

2

2
Vi, je{0,2} Vke{1,2,3,4}: ) Y Xigirjrjk=1
i'=1j'=1

Ze vpisana $tevila:
X111 = X122 = X232 = X241 = X324 = X413 =1

Opisani celostevilski linearni program ima 43 = 64 celostevilskih spremenljivk in
2-43 +4-4% + 6 = 198 pogojev.

Naloga 2.40.

(a) Najbo x; Stevilo Zetonov, ki jih vloZimo v dvoboj z i-tim nasprotnikom (1 <
i < n). Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivke y; in z; (1 < i < n), katerih
vrednosti interpretiramo kot

1, Ceneizgubimo proti i-temu nasprotniku, in
yi= .
0 sicer;

ter

1, Cepremagamo i-tega nasprotnika, in
Zj = X
0 sicer.
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ZapiSimo celostevilski linearni program.

n
max ) (y;+2z;) p.p.
i=1

Vie{l,...,n}: xi=0, x;€Z
Vie{l,...,n}: 0=y;=<1, y;€eZ
Vie{l,...,n}: 0<z;<1, z;eZ

Porabimo M Zetonov:

n
inZM
i=1
yi = 1 natanko tedaj, ko x; = ¢;:
Vie{l,...,n}: Gyisxisci—1+(M+1)y;

z; = 1 natanko tedaj, ko x; > ¢;:

Vie{l,...,n}:(cl—+1)zisx,~ SCi+MZi

(b) Zapisimo Se dodatne omejitve.

Proti nasprotnikom iz A ne igramo izenaceno:
VieA: Vi< z

Najvec¢ dva poraza proti nasprotnikom iz B:

Y yi=|Bl-2
ieB

Ce izgubimo proti u, doseZemo vsaj 4 tocke proti v in w:
4Yyu+yv+Ywt2zy+2zy =4

Najvec k dvobojev z ve¢ kot ¢ Zetoni:

Viell,...,n}: 0<r;<1, r;e”Z
Vie{l,..., n}: X; <t+ Mr;

n

Zl‘l‘ <k

i=1

Vsaj ¢ porazov:

™=
=
IA
3
[
N

Il
—
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Naloga 2.41.
Za i-to kolekcijo (1 = i < n) bomo uvedli spremenljivki x; in y;, kjer je x; Stevilo
kupljenih izvodov i-te kolekcije, vrednost y; pa interpretiramo kot

{ 1, kupimo vsaj en izvod i-te kolekcije, in
i=

0 sicer.

ZapiSimo celostevilski linearni program.

max i((di —ci)Xi+e;yi) p.p.
Omejitev Stevila izvodov: -
Viell,...,n}: 0<x; <k, Xi€Z
Vie{l,..., n}: 0<y; <1, yielZ
Povezava med x; in y;:
Viel{l,...,n}: Yi<xi<kiyi

Omejitev kapitala za nakup:

n
Z cix; <C
i=1

Omejitev §tevila proizvajalcev:

n
Z yi<K
i=1
Omejitev proizvajalca p:

Xg+Xr—Xp < (kg+kr)1-yp)

Naloga 2.42.
Za h-tidan (1 < h<m), i-to skupino (1 =i < n) in j-ti termin (1 < j < k) bomo
uvedli spremenljivko xy; j, katere vrednost interpretiramo kot

1, i-taskupina nastopi j-ta v h-tem dnevu festivala, in
Xnij = .
& 0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

m n k
max ) Y ) ajjXpij P-p-
h=1i=1j=1

Vhe(l,...mVie(l,...m}Vjell,...,j}:
O=sxpij<1, xpije”Z
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Vsaka skupina nastopi najvec enkrat:
Yiedl,...,n}:
m k
Z Z Xpij = 1
h=1j=1
Naenkrat nastopa ena skupina:
Vhe{l,...miVjefl,...,k}:
n

Z Xpij=1
i=1

Omejitev placila:

>

n
h=1i=

k
mixpij <M
=1

Lj
Vrstni red v dnevu:
Vhe(l,...mVjei2,...,k}:
n
> m;i(Xpij— Xp,i,j-1) =0
i=1
Razporeditev po dnevih:

Yhe{2,...,n}:

n k
>y aij(Xpij— Xp-1,i,j) 20
i=1j=1

r ne nastopa, ¢e nastopa s:

m k
Z Z(xhrj+xhsj) =1
h=1j=1

t ne nastopa, Ce ni zadnja ali pred u:

Vhefl,...,m}:
k-1 k k-1 k-1
Y Xni <Y jXnuj— Y jXnj s k—(k=1) ) Xpyj
j=1 j=2 j=1 j=1
v in w ne nastopata na isti dan:
Vhefl,...,m}:

k
Z(xhvj +xhwj) =1
j=1

Naloga 2.43.
Za h-ti center (1 < h < m) ter i-tega in j-tega strokovnjaka (1 < i, j < n) bomo
uvedli spremenljivko xy; j, katere vrednost interpretiramo kot

1, i-tiin j-ti strokovnjak sta oba nastanjena
Xpij = v h-tem karantenskem centru, in

0 sicer.
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Informacija o tem, ali je i-ti strokovnjak nastanjen v h-tem centru, hrani spre-
menljivka xj,;; 1<h<m,1<i<n).
Zapisimo celostevilski linearni program.

m
min Z

n n
PijXnij p-p-
h=1i=1j=1
Vhe{l,...,m}Vi,je{l,...,n}: OS)C;”']'SI, xhijEZ
Vsak strokovnjak je nastanjen v natanko enem centru:
m
Viell,...,n}: Y xpii=1
h=1
Kapacitete centrov:
n
Vhe(l,...,m}: > Xpii < kp,
i=1

Povezava med xp;; in xp;j:
Vhell,...,m} Vi,j€ {1,...,n}:2xhi]— = Xpii t Xnjj thl'j+1

Obmocja z mutacijo:

m
VieAVjgA: Y Xpij=0
h=1
Sorodniki:
m
Y(i,j)€B: Y xpij=1
h=1
Naloga 2.44.

Za zaposlenega z€ Zin1<i<n, 1< j<mbomo uvedli spremenljivko x;;,
katere vrednost interpretiramo kot

1 zaposlenemu z kupijo licenco za razlicico i po ceni ¢;, in
Xzij =

0 sicer.

(a) ZapisSimo celostevilski linearni program.
n m
min Z Z Z CijXzij P-p-
zeZi=1j=1
VzeZVie{l,...,n}Vjell,...,m}: 0=x;j<1, Xxzj€Z

Vsak zaposleni dobi natanko eno licenco:

n m
Vze Z: Zszij:I
i=1j=1
Vsak zaposleni ima na voljo vse funkcionalnosti, ki jih potrebuje:
m
Vze ZVfeFVie{l,...,n}: Y Xzij<dqfi—pzp+l
j=1
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Ustrezna cena glede na §tevilo licenc:
Vze ZVie{l,..,n}Vje(l,....m}: Y. Xyij=TjXzij
yezZ

(b) Zapisimo Se dodatne omejitve.

a in b dobita enako licenco:

m
Viefl,...,n}: Y (Xaij—Xpij) =0
j=1

Direktor ima na voljo vsako funkcionalnost, ki jo imajo na voljo ostali zaposleni:
Vze ZVfeFVh,iefl,...,.n}Vj,ke{l,...,m}: Xzij+ Xdhk < th—c]fi+2
Ce ima kdorkoli funkcionalnost e, potem jo imajo vsi:

Vyze ZVhie{l,...mVjkefl,....om}: Xzij+ Xypk < Gen — qei +2

Naloga 2.45.

Za artikel i € A in j-ti kupon (1 < j < k) bomo uvedli spremenljivke x;, y; in
zij, kjer je x; Stevilo kosov artikla i, ki naj jih Igor kupi, y; predstavlja “pokritost”
J-tega kupona (tj., koliko naborov artiklov iz K kupi), vrednost z;; pa interpreti-
ramo kot

1, Igoruporabi j-ti kupon za artikel i € A, in
Zi:i=
Y 0 sicer.

Poleg tega definirajmo Se konstanto N = max{ny, | 1 < h < m}. ZapiSimo celoste-
vilski linearni program.

k
min ) ¢ixi— ). pj¥j P-p.
j=i

i€A
VieA: x; =0, X;€Z
Vjie{l,...,k}: Vi =0, Vi€l
VieAVjefl,...,k}: 0=z;;<1, zZjjel

Zadostimo potrebam:
VYhefl,..,m}: Y xizny
iEBh
Kupon j pokrijemo najvec tolikokrat, kolikor kupimo posameznega artikla iz K;:
VjE{l,...,k}ViEKjZ Vi< X
Ce uporabimo j-ti kuponzaie K;j,najbo z;; =1:
VjE{l,...,k}ViEKjI ijNZij
Za vsak izdelek uporabimo najve¢ en kupon:

k
VieA: ) zj<1
j=1
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Naloga 2.46.
Za i-tega vlagatelja in j-to zagonsko podjetje (1 <i<m, 1< j < n) bomo uvedli
spremenljivko x;j, katere vrednost interpretiramo kot

1 i-tivlagatelj kupi delez v j-tem podjetju, in
Xii =
Y 0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli $e spremenljivko ¢, ki predstavlja spodnjo mejo za Stevilo
podjetij, v katera vloZi posamezen vlagatelj.

(a) ZapiSimo celoStevilski linearni program.
max t p.p.
Vie{l,...miVjefl,...,n}: 0=<x;;<1, x;;€Z

Omejitev kapitala za vsakega vlagatelja:
n
Vie{l,...,m}: Z CijXij < ]Cl'
J=1

Omejitev deleZa, ki ga proda vsak lastnik:
m
Vjefl,...,n}: Z pijXij = q;j
i=1

Spodnja meja za Stevilo podjetij, v katera vlozi vsak vlagatelj:

n
Vie{l,...m}y: ) xjj=t
j=1

(b) Za j-to podjetje (1 < j < n) bomo uvedli $e spremenljivko y;, katere vrednost
interpretiramo kot

_ 1 vsaj envlagatelj kupi delez v j-tem podjetju, in
Y 0 sicer.

ZapiSimo Se dodatne omejitve.

Nobeno podjetje ne proda deleZa pod cenitvijo:
m m

Vjefl,...,n}:v; Z pijXij < Z CijXij

i=1 i=1

Lastnik vsakega podjetja prejme Zeleni znesek, ali pa ne proda nicesar:

m
Vjefl,...,n}: Zcijxijzujyj
i=1

Vief{l,... m}Vjell,...,n}: Vi = Xij
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Naloga 2.47.
Za i-ti zahtevek (1 < i < m), j-tosobo (1 = j < n)in k-tidan (0 < k < ¢) bomo
uvedli spremenljivki x; jx in y; ji, katerih vrednosti interpretiramo kot

_]1; i-temu zahtevku dodelimo j-to sobo z zacetkom na k-ti dan, in
Yk = { sicer,
ter
Vi = { 1; j-tosobovnocina k-ti dan zaseda i-ti zahtevek, in
Ljk —

0 sicer.

Ker se nobena rezervacija ne more zaceti na ¢-ti dan in nobena soba ni zasedena
v noci na nicti dan, spremenljivk x;;¢ in y;jo (1 <i<m, 1 < j < n) ne bomo
uporabili.

Zapisimo celostevilski linearni program.

m n ¢
maXZZZJ/ijk p-p-

i=1j=1k=1
Vie{l,...,m}Vje{1,...,n}Vk€{0,...,€—1}: OSxiijI, XijkEZ
Vie{l,...m}Vjef{l,...,n}Vke(l,..., ¢}: 0<yijk<1l, yijx€”Z

Vsak zahtevek sprejmemo najve¢ enkrat:

n ¢-1
Viell,...,m}: Y xijks1
j=1k=0
Vsaka soba je vsako no¢ zasedena najve¢ enkrat:
m
Vjell,..,n}Vkell,...,0}: Y vijks1
i=1
Zacetek rezervacije ni prepozen:
Vief{l,....miVjefl,...,n}
VkE{bi—Ci+1,...,[—1}Z xiijO
Soba ni rezervirana do najzgodnejSega zacetka rezervacije:
Vie{l,... m}Vje{l,...,n}Vkefl,...,ai}: Vijk=0
Nocitve so rezervirane c; dni po zacetku rezervacije:
Ci
Vie{l,...mVjell,...,n}Vkel0,...,b; —c;}: Y Vijk+h = CiXijk
h=1
Zacetek rezervacije je najvec ¢; dni pred nocitvijo:
min{c;,k}
Vie{l,...mVjell,..,n}Vkela;+1,...,0}: Y Xijk-hZVijk

h=1
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Naloga 2.48.

Za i-ti trikotnik (1 < i < n) bomo uvedli spremenljivko x;, ki poda x-koordinato
njegovega levega roba. Za i-ti in j-ti trikotnik (1 < 7, j < n, i # j) bomo uvedli Se
spremenljivko y; j, katere vrednost interpretiramo kot

1 i-titrikotniklezilevo od j-tega trikotnika, in
Yij= .
Y 0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko ¢, ki predstavlja zgornjo mejo za x-
koordinate desnih ogliS¢ trikotnikov. Nazadnje uvedemo Se konstanto L=}, ¢;,
ki predstavlja zgornjo mejo za Sirino obmocja, ki ga zavzemajo trikotniki.

(a) ZapiSimo celoStevilski linearni program.

min f p.p.
Vie{l,..., n}: Osxist—éi
Vi,jel{l,...,n}, i#]j: 0<y;j<1, yije”

Trikotniki se ne prekrivajo:
Vi,jell,...,n}, i #j:x;—xj+Ly;; zmin{/l;, ¢}
Relativni poloZaj dveh trikotnikov:

Vi,jell,...,n},i<j: Yijtyji=1

(b) Zapisimo Se dodatne omejitve.

Trikotnik a lezi med trikotnikoma b in c:
Yab+ Yac =1
Trikotnik d se dotika desnega roba obmocja:

Xg+ly=t

Naloga 2.49.
Za j-to trgovino (1 < j < n) bomo uvedli spremenljivko x;, katere vrednost inter-
pretiramo kot

_ )1 narotamo iz j-te trgovine, in
o 0 sicer.
Poleg tega bomo za i-ti artikel in j-to trgovino (1 =i <m, 1 < j < n) uvedli
$e spremenljivko y; j, ki pove, koliko kosov i-tega artikla bomo narocili iz j-te
trgovine.
Zapisimo celostevilski linearni program.
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n m
min Z (djxj + Z cijyij) p-p-
j=1 i=1

Vjefl,...,,n}: Osxjsl, ijZ
Stevilo kosov je omejeno z zalogo in narocilom:
ViE{l,...,m}VjE{l,...,I’l}: OSy,-ij,-jxj, yijEZ

Narocimo Zeleno $tevilo kosov artikla:
n
Vie{l,...m}: ) yij=a;
j=1
Ce naro¢amo iz trgovine, je dosezena minimalna vrednost narocila:

m
Viell,...,m: ) cijyij = ejx;
i=1
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2.3 Teorija odlocanja

Naloga 3.1.
Ce predpostavimo, da je kovanec posten, je potem pri¢akovani dobic¢ek ob metu
kovanca enak

% -250000€ — % -100000€ = 75000€.

Ta vrednost je ve¢ja od nicelnega dobicka, ¢e ponudbe ne sprejmemo, zato se
nam izplaca ponudbo sprejeti. Seveda gre pri tej odlocitvi tudi za oceno, kolikino
tveganje smo pripravljeni sprejeti — ali si lahko privos¢imo izgubiti 100000<, ce
ne bomo imeli srece?

Naloga 3.2.
Naj bo x stevilo kupljenih Zemelj, k pa $tevilo prodanih Zemelj. Ce je k < x,
imamo dobicek

k-02€—(x—k)-0.05€ = k-0.25€ — x- 0.05€.
Ce paje k = x, je dobicek enak
x-02€+(k—x)-01€=k-01€+x-0.1€.

Pri x = k obe formuli dasta dobicek k- 0.2€. Izracunajmo pri¢akovani dobic¢ek
prinarocilu x Zemelj za razli¢ne intervale:

x=50:x-0.1€+(0.1-50+0.15-60+0.3-70 +

0.2-80+0.15-90+0.1-100) -0.1€
=x-0.1€+7.45€

50=x<60:x-(0.9-0.1€-0.1-0.05€) +0.1-50-0.25€ +
(0.15-60+0.3:70+0.2:80+0.15-90+0.1-100) - 0.1€
=x-0.085€+8.2€

60<x<70:x-(0.75-0.1€-0.25-0.05€) + (0.1-50+ 0.15-60) - 0.25€ +
(0.3-70+0.2-80+0.15-90+0.1-100) -0.1€
= x-0.0625€ +9.55€

70<x<80:x-(0.45-0.1€-0.55-0.05€) + (0.1-50 + 0.15- 60 +
0.3-70)-0.25€ +(0.2-80+0.15-90+0.1-100) - 0.1€
=x-0.0175€ +12.7€

80<x<90:x-(0.25-0.1€-0.75-0.05€) + (0.1-50+ 0.15-60+0.3-70 +
0.2-80)-0.25€ +(0.15-90+0.1-100) - 0.1€
=-x-0.0125€ + 15.1€

90<x<100:x-(0.1-0.1€-0.9:0.05€) + (0.1-50+0.15-60+0.3-70 +

0.2-80+0.15-90)-0.25€ +0.1:100-0.1€
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=-x-0.035€+17.125€

x=100: —x-0.05€+ (0.1-50+0.15-60+0.3-70 +
0.2-80+0.15-90+0.1-100) -0.25€
=—-x-0.05€+18.625€

Funkcija pricakovanega dobicka je torej zvezna in odsekoma linearna v x, pri
¢emer je smerni koeficient pozitiven pri x < 80 in negativen pri x > 80. Pricakovan
dobicek torej maksimiziramo pri narocilu 80 Zemelj — tedaj ta znasa

80-0.0175€+ 12.7€ = 14.1€.

Naloga 3.3.
(a) Ob opravljeni operaciji je pricakovana Zivljenjska doba (v mesecih) enaka
0.7-12+0.3-0=28.4.
Ker je to ve¢ od 3 mesecev brez operacije, se zanjo pacient odloci.

(b) Zanesljivost 0.9 razumemo tako, da test z verjetnostjo 0.9 pravilno napove
vsak izid operacije, torej
P(test napove uspeh | operacija je uspesna) =0.9 in

P(test napove uspeh | operacija je neuspesna) = 0.1.

IzraCunajmo $e verjetnosti napovedi testa ter uspesnosti operacije ob vsaki
napovedi.

P(test napove uspeh) =0.7-0.9+0.3-0.1 = 0.66
P(test napove neuspeh) =0.7-0.1+0.3:0.9=0.34

s « 0.7-0.9 21
P(operacija je uspesna | test napove uspeh) = = — =0.9545

0.66 22

s o 03-01 1
P(operacija je neuspesna | test napove uspeh) = 066 -2 =~ 0.0455

s " 0.7-0.1 7
P(operacija je uspe$na | test napove neuspeh) = 031 = n ~0.2059

s “ 0.3-0.9 27
P(operacija je uspesna | test napove neuspeh) = 034 = 3 ~0.7941

Ob upostevanju, da se bo test koncal brez komplikacij z verjetnostjo 0.995,
sta verjetnosti pozitivnega in negativnega izida testa brez komplikacij enaki
0.6567 oziroma 0.3383.

S pomocjo zgoraj izraCunanih verjetnosti lahko nariSemo odloc¢itveno drevo s
slike 57. Izracunamo lahko, da je ob opravljanju testa pricakovana Zivljenjska
doba 8.537 mesecey, kar je vec kot 8.4 mesecev brez testa, zato se odlo¢imo
za test. Ce test napove uspeh, se odlo¢imo za operacijo, sicer pa ne.

190



o 09982
1145 uspe
erach)
11.45 op Uspei
! || 0.0455
@ Tez o ,
01:.\“\]6 peraclje 3
8.537 komplikacije: 0.005
0 o 2059
~ A 247 wspeD
K Sy .
. 6\ { Ve - eiac“a
oy 03 op Neuspes
) 3(93 . peSna'. 0 792
4]
3 m
- [8537 Peracjjg~= 3
g 0.7 12
a.
KON 8.4 uspe™
%, .
%oy Opetac“a ‘
% nelISpe »
|| *ha: 0370
8.4 bre,
operacjje 3
Slika 57: Odlocitveno drevo za nalogo 3.3.
Naloga 3.4.

Ce se podjetje odloti za samostojno prodajo, bo ob uspehu imelo 100000 -600€ —
6 M€ = 54M<€ dobicka, ob neuspehu pa 10000 - 600€ -6 M€ = OM€. Ker je
pric¢akovani dobicek enak

1 1

kar je ve¢ kot 15M<€, kolikor bi zasluzili ob prodaji konkurenci, se podjetju (v
odsotnosti raziskave) bolj izplaca samostojna prodaja.
Zanesljivost raziskave je tako v primeru uspeha kot neuspeha enaka 2/3, torej

P(raziskava napove uspeh | investicija uspe) = 3
1
P(raziskava napove uspeh | investicija ne uspe) = 3

Izracunajmo $e verjetnosti napovedi raziskave ter uspesnosti investicije ob vsaki
napovedi.

P(raziskava napove uspeh) =

W =
N |~
N =

Wl
DN =
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Slika 58: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.4.

. 11 21 1

P(raziskava napove neuspeh) = - -+ - - — = —

32 32 2
. - . 2/3-1/2 2
P(investicija uspe | raziskava napove uspeh) = 17 "3
. - . 1/3-1/72 1
P(investicija ne uspe | raziskava napove uspeh) = 17 "3
. - . 1/73-1/72 1
P(investicija uspe | raziskava napove neuspeh) = YV = 3
. -~ . 2/3-1/2 2
P(investicija ne uspe | raziskava napove neuspeh) = VO = 3

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 58. Opazimo, da rezultat raziskave ne vpliva na naso odlocitev o prodaji,
zato se za raziskavo ne odlo¢imo in tako pricakujemo dobicek 27 M<€.
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Naloga 3.5.
Naj bo x, pricakovani dobicek pri prodanih n kartah. Izracunajmo x, pri n €
{100,101,102,103}:

X100 = 100-10€ =1000€
X101 = 101-10€ -0.2-30€ =1004€
X102 = 102-10€ —0.2-60€ — 0.3 -30€ =999€

X103 = 103-10€-0.2-90€ - 0.3:60€ — 0.4 -30€ = 982€

Organizator bo torej maksimiziral pricakovani dobicek, ¢e proda 101 karto.

Naloga 3.6.
(a) Ce se Rexhep odloti za najem, bo ob uspehu imel 12000€ — 6000€ = 6000€

dobicka, ob neuspehu pa bo ta enak 3000€ — 6000€ = —3000€ (tj., 3000€
izgube). Ker je pricakovani dobicek enak

2 1
3 -6000€ - 3 -3000€ = 3000€,

se torej odloci za najem. Proces odloc¢anja je prikazan v spodnji veji odlocit-
venega drevesa na sliki 59.

(b) Izracunajmo verjetnosti za Seadovo mnenje ter kakovost parcele v odvisnosti

od njega.
P(Sead priporoca) 2 2+1 L_1
riporota) ==-—+—--=-=—
PP 33732 18
. 21 11 7
P(Sead odsvetuje) = —- -+ - - — = —
33 32 18
2/3-2/3 8
P(dob la | Sead pri ta)= ——~ = —
(dobra parcela | Sead priporoca) 11/18 11
1/3-1/2 3
P(slab la | Sead pri ta)= ——— = —
(slaba parcela | Sead priporoca) 11/18 1
2/3-1/3 4
P(dobra parcela | Sead odsvetuje) = ——— = =
7/18 7
1/3-1/2 3
P(slaba parcela | Sead odsvetuje) = ——— = =
7/18 7

S pomocjo zgoraj izratunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 59. Opazimo, da Seadovo mnenje ne vpliva na naso odlocitev o prodaji, zato
naj ga Rexhep ne vprasa in tako pricakuje dobicek 3 000€.
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Slika 59: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.6.
Naloga 3.7.

Izratunajmo najprej pricakovane vrednosti v vozlis¢ih C, D in E odlocitvenega
drevesa s slike 5.

C=10-p+2-p-5-(1-2p)=22p-5
D=3-2p-2-(1-2p) =10p-2
E=1-3p+0-(1-3p) =3p

Obravnavajmo najprej odlocitev v vozlis¢u B. Za pot k vozli§¢u D se odlo¢imo,
Ce velja 10p — 2 = 3p oziroma p = 2/7, sicer se odlo¢imo za pot k vozlis¢u E.
Obravnavajmo sedaj Se odlocitev v vozlis¢u A — za pot k vozlis¢u C se odlo¢imo,
Ce velja:

5

22p—-5=3 =
p p 19

<p<

22p-5=10p-2 = p=

=

ENIRCENER N
| =
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Slika 60: Odlocitveno drevo za nalogo 3.7 v odvisnosti od vrednosti parametra p.

Odlo¢amo se torej tako:

* Ceje0 < p<5/19, se odlocimo za pot preko vozlis¢a B k vozli€u E, prica-
kovana vrednost je 3p € [0,15/19); in

e Ceje5/19 < p <1/3, se odloctimo za pot k vozlis¢u C, pricakovana vrednost
je22p—5€[15/19,7/3].

Proces odlocanja je prikazan na sliki 60.

Naloga 3.8.

Izracunamo lahko, da pot z avtobusom 1 traja 18 minut oziroma minuto dlje
ob rdecem semaforju pri FE pot z avtobusom 6 in naknadno peSacenje traja
16 minut ter minuto dlje ob rde¢em semaforju pri FF in Se dve minuti dlje ob
rdecem semaforju pri FE, pot z avtobusom 14 in naknadno peS$acenje pa traja
15 minut ter tri minute dlje ob ¢akanju na vlak in §e dve minuti dlje ob rdecem
semaforju pri FE. Ce gremo na avtobus 6 in pri FF naletimo na zeleno lu¢, potem
je verjetnost, da tudi avtobus 1 tam naleti na zeleno lu¢, enaka

. . . ) 1/3
P(avtobus 1 ima zeleno pri FF | avtobus 6 ima zeleno pri FF) = 273"
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Slika 61: Odlocitveno drevo za nalogo 3.8.

F1
rdeca: 1/2
:30
19:00

18:00

20:00

L2132
s 2

rdeca: 1/3

rdeca: 1/3
18:20

S temi podatki lahko nariSemo odlocitveno drevo s slike 61, s katerega je
razvidno, da pri¢akovani €as trajanja minimiziramo, ¢e gremo na avtobus 14,
potem pa v primeru ¢akanja na vlak in rdece luci pri FE po¢akamo na avtobus 1,
sicer pa pot nadaljujemo pes. Pricakovani ¢as trajanja poti je tako 16 minut in

52.5 sekund.

Naloga 3.9.

Naj bo A dogodek, da izvedenec pripiSe vecje moznosti prvemu podjetju, ter B,
B; in By dogodki, da uspe prvo, drugo oziroma nobeno podjetje. Izracunajmo
verjetnosti za mnenje izvedenca ter uspesnosti podjetij v odvisnosti od njega.

P(A)=0.4-0.8+0.1-0.3+0.5-0.4=0.55
P(A)=0.4-0.2+0.1-0.7+0.5-0.6 = 0.45

P(By| A) =
PB;|A) =

P(By| A) =

0.5-0.4

0.55
0.4-0.8

0.55
0.1-0.3

0.55
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i
6454.55€ e X e

—11000€
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—4636.36€ — —-6000€
neuspesno: 0.945

-1000€ . AT® _19000€

—-11000€

kupi prvo \/neuspeéno: 0.822

—-1000€ -5666.67€
Upy L .0A9% _ 19000€
Yugy uspetZ
-2111.11 -6000
6{‘98 € neuspesno: 0.844 €
2
KON ; 0€ .0A _ 20000€
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—10000€
. kupi prvo / neuspesno: 0.6
2000€ 2000€
kapj 002020 000€
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=50
neuspesno: 0.9 5000€
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Slika 62: Odlocitveno drevo za nalogo 3.9.
P(By | A) = 0.5-0.6 2
orT 0.45 "3
— 0.4-0.2 8
P(B | A) = =—
0.45 45
— 0.1-0.7 7
P(By| A) = =—
0.45 45

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 62. Odloc¢imo se torej za mnenje izvedenca - Ce je to naklonjeno prvemu pod-
jetju, kupimo njegove delnice, sicer pa ne kupimo nicesar. Pricakovan dobicek je
3100€.

Naloga 3.10.

Naj bo A dogodek, da nasprotnik na zacetku vloZi 10 Zetonov, B,, dogodek, da
odgovorimo z n Zetoni (n € {0,10,20}), C dogodek, da nasprotnik za tem izenaci,
in D dogodek, da dobimo igro. Izracunajmo ustrezne pogojne verjetnosti.
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P(A)=0.6-0.3+0.4-0.8 =0.5

P(A)=0.6-0.7+0.4-0.2 =0.5
0.6-0.3-0.1+0.4-0.8-0.8
P(C| AN By) = — = 0.548
_ 0.6-0.3-0.9+0.4-0.8-0.2
P(C| AN By) = o = 0.452
_ 0.6-0.7-0.2+0.4-0.2-0.7
P(C|ANByg) = — =0.28
_ 0.6-0.7-0.8+0.4-0.2-0.3
P(C|AnBy) = 05 =0.72
_ 0.6-0.7-0.1+0.4-0.2-0.8
P(C|ANBy) = o —0.212
_ 0.6-0.7-0.9+0.4-0.2-0.2
P(C|ANBy) = o ~0.788
0.6-0.3-0.8+0.4-0.8-0.1
P(D| AN Byg) = — = 0.352
_ 0.6-0.3-0.2+0.4-0.8-0.9
P(D| AN Byg) = — = 0.648
0.6-0.3-0.1-0.8+0.4-0.8-0.8-0.1
P(D| ANByynC) = ~0.146
0.5-0.548
_ 0.6-0.3-0.1-0.2+0.4-0.8-0.8-0.9
P(D|ANBynC) = ~0.854
0.5-0.548
_ 0.6-0.7-0.8+0.4-0.2-0.1
P(D|ANBy) = = = 0.688
_ 0.6-0.7-0.2+0.4-0.2-0.9
P(D|ANBy) = — =0.312
_ 0.6-0.7-0.2-0.8+0.4-0.2-0.7-0.1
P(D|ANBNC) = =0.52
0.5-0.28
_ 0.6-0.7-0.2-0.2+0.4-0.2-0.7-0.9
P(D|ANBNC) = =0.48
0.5-0.28
_ 0.6-0.7-0.1-0.8+0.4-0.2-0.8-0.1
P(D|ANByNC) = ~0.377
0.5-0.212
_ 0.6-0.7-0.1:0.2+0.4-0.2-0.8-0.9
P(D|ANByNC) = ~0.623
0.5-0.212

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 63. Opazimo, da se nam v vsakem primeru izplaca viSati za 10 Zetonov (tj.,
¢e nasprotnik na zacetku vloZi 10 Zetonov, odgovorimo z 20 Zetoni). Pricakovani
dobicek je 10.364 Zetonov.

Naloga 3.11.
Izrac¢unajmo najprej pricakovane vrednosti v vozli¢ih F, G in H odlocitvenega
drevesa s slike 7.
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Slika 63: Odlocitveno drevo za nalogo 3.10.

F=25-2p—10-(1-2p) =70p —10
G=50-p-10-(1-p) =60p—10
H=30-4p—30-(1—-4p) = 240p —30

Obravnavajmo najprej odlocitve v vozlis¢ih C, D in E. Za pot od vozlis¢a C
k vozlis¢u F se odlocimo, e velja 70p — 10 = 0 oziroma p = 1/7. Za pot od
vozlis¢a D k vozlis¢u G se odlo¢imo, ¢e velja 60p — 10 = -5 oziroma p = 1/12.
Za pot od vozlis¢a E k vozlis¢u H se odlo¢imo, Ce velja 240p —30 = —5 oziroma
p = 5/48. Sedaj lahko izracunamo pri¢akovano vrednost v vozlis¢u B v odvisnosti
od parametra p.

1
0<p<— = B=0.6-(-5)+0.4:(-5) =-5
12
1 5
—<p<— = B=06-(60p—10)+0.4-(-5 =36p—8
12 =P<1g (60p ) (-5) p
5 1
GSPS; = B=06:(60p-10)+04:(240p—30)=132p-18
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50

Slika 64: Odlocitveno drevo za nalogo 3.11 v odvisnosti od vrednosti parametra p.

Obravnavajmo sedaj $e odlocitev v vozli§¢u A — za pot k vozlis€u B se odlo¢imo,
Ce velja:

1
Osp<—: -5=0 = L

12
1< <5- 36p—-8=0 > L
12_p 48 ° p -
< <1- 132 18=0 = 3< <1
w8=P<7" p=ie= 2»=P=7
1< <1' 132 18=70 10 = 1< <1
5Py pmie=10p 75P=%

Odlocamo se torej po sledecem pravilu.
* Ceje0< p<3/22, se odlotimo za pot preko vozlis¢a C v list z vrednostjo 0.
» Ceje3/22 < p <1/4, se odlo¢imo za pot preko vozlista B.

— Ce pridemo v vozlis¢e D, se odlo¢imo za pot preko vozliséa G.

— Ce pridemo v vozlisce E, se odlo¢imo za pot preko vozlisca H.
Pricakovana vrednost je 132p — 18 € [0, 15].

Proces odlocanja je prikazan na sliki 64.
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Naloga 3.12.
(a) IzraCunajmo pricakovane dobicke pri razli¢nih pogojih:

Izdela 500, prodaja po 50€, trzno zanimiv:
—10000€ + 500-50€ = 15000€

Izdela 500, prodaja po 50€, trzno nezanimiv:
—10000€ + 250-50€ = 2500€

Izdela 500, prodaja po 60€, trzno zanimiv:
—10000€ + 500 -60€ = 20000€

Izdela 500, prodaja po 60<€, trzno nezanimiv:
—10000€ + 100 - 60€ = —4000€

Izdela 1000, prodaja po 50€, trzno zanimiv:
—18000€ + 650 -50€ = 14500€

Izdela 1000, prodaja po 50€, trzno nezanimiv:

—18000€ + 250 -50€ = —5500€

Izdela 1000, prodaja po 60€, trzno zanimiv:
—18000€ + 550 - 60€ = 15000€

Izdela 1000, prodaja po 60€, trzno nezanimiv:
—18000€ + 100 - 60€ = —12000€

Odlocitveno drevo je prikazano na sliki 65. Podjetnik naj se odlo¢i, da naroci
izdelavo 500 izdelkov, te pa prodaja po ceni 60€. Pricakovani dobicek je tedaj
15200€.

(b) Najprej dolo¢imo verjetnosti, ki jih bomo potrebovali za odlocitev.

P(zmaga) =0.6-0.8+0.1-0.2=0.5
P(ne zmaga) =0.4-0.8+0.9-0.2=0.5
0.6-0.8

P(zanimiv | zmaga) = 05 =0.96
o 0.1-0.2

P(ni zanimiv | zmaga) = 05 =0.04
. 0.4-0.8

P(zanimiv | ne zmaga) = 05 =0.64
o 0.9-0.2

P(ni zanimiv | ne zmaga) = 05 =0.36

Sedaj izracunajmo pricakovane dobicke prirazlicnih pogojih po zmagi na raz-
pisu. Opazimo, da v nobenem pogoju pricakovano Stevilo prodanih izdelkov
ne bo preseglo koli¢ine 980 izdelkov, kolikor jih ostane po kontroli kvalitete.
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Ce ne zmaga na razpisu, so pri¢akovani dobicki enaki tistim iz tocke (a) pri
izdelavi 1000 kosov.

Zmaga, prodaja po 50€, trzno zanimiv:
—18000€ +650-50€-1.2+ k=21000€ + k

Zmaga, prodaja po 50€, trzno nezanimiv:
—18000€ +250-50€-1.2+ k= —-3000€ + k

Zmaga, prodaja po 60€, trzno zanimiv:
—18000€ +550-60€-1.2+ k=21600€ + k

Zmaga, prodaja po 60€, trZzno nezanimiv:
—18000€ +100-60€-1.2+ k=—-10800€ + k

Z zgornjimi podatki lahko nariSemo odlocitveno drevo s slike 66. Izracunajmo
pricakovane dobicke v vozlis¢ih E, F, G, H.

E=0.96-(21000€ + k) + 0.04- (—3000€ + k) =20040€ +k

F=0.96-(21600€ + k) + 0.04 - (—10800€ + k) = 20304€ + k

G= 0.64-14500€ - 0.36-5500€ =7300€

H= 0.64-15000€ —0.36-12000€ =5280€
Ocitno je vvozlis¢u C ugodnejsa pot k vozliscu F, vvozlis¢u D pa je ugodnejsa
pot k vozlis¢u G - velja torej C = 20304€ + k in D = 7300€. Sedaj lahko
izracunamo $e pricakovano vrednost v vozlis¢u B.

k
B= 0.5-(20304€ + k) + 0.5-7300€ =13802€ + )

Podjetnik naj se torej prijav na razpis, Ce velja 13802€ + k/2 = 15200€ ozi-
roma k = 2796€. Ce nato zmaga na razpisu, naj izdelke prodaja po ceni 60€,
v nasprotnem primeru pa naj jih prodaja po ceni 50€. Pricakovani dobicek je
tedaj 13802€ + k/2 € [15200<,16302€].

Ce velja k < 2796€, naj se podjetnik ne prijavi na razpis. Tako kot v to¢ki

(a) naj naroci izdelavo 500 izdelkov, te pa prodaja po ceni 60€. Pricakovani
dobicek je tedaj 15200€.

Naloga 3.13.

Ce se odlo¢imo za pot okoli gorovja, bomo porabili 12 ur, ¢e se pa odlo¢imo za
pot ¢ez prelaz, bomo porabili 6, 10 oziroma 14 ur, Ce je ta Cist, delno zasnezen
oziroma neprevozen. Ce se pred tem odlocimo za obisk vraca, se ¢as potovanja
podalj$a za eno uro.

Pricakovano §tevilo ur potovanja, ¢e ne obis¢emo vraca in se odlo¢imo za pot

¢ez prelaz, je enako

0.2-6+0.1-10+0.7-14 =12,
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zanimiv: 0.8

15000€

15200€
7\ zanimiv: 0.8
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iV
prodaja po 50€ A

—-5500€
\—/ nezanimiv: 0.2
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1
- 08 5000€
—-12000€
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Slika 65: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.12(a).

20040€ + k
zanimiv: 0.96

21000€ + k

—-3000€ +k
20304€ + k
/F\ zanimiv: 0.96

= 21600€ + k
prodaja po 60€ neZanjm~
shved 0 0
-U4

-10800€ + k

0.6 14500€

'm'\\f'. .
prodaja po 50€ /\V
G

—-5500€
\_ nezanimiv: 0.36
7300€ N 7300€
0 064 _ 15000€
—-12000€

nezanimiv: 0.36
5280€

Slika 66: Odlocitveno drevo za nalogo 3.12(b) v odvisnosti od vrednosti parametra k.
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Slika 67: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.13.

13

kar je ravno enako kot pot okoli gorovja.
Izracunajmo Se verjetnosti za primer, da se odlo¢imo za obisk vraca.

3
P(mir) =0.9-0.2+0.5-0.14+0.1-0.7= 0
7
P(vojna) =0.1-0.24+0.5-0.1+0.9-0.7 = '
» ) 09:0.2 3
P(Cist | mir) = ==
3/10 5
N . 0.5-0.1 1
P(delno zasnezen | mir) = =—
3/10 6
. 0.1-0.7 7
P(neprevozen | mir) = =—
3/10 30
. . 0.1-0.2 1
P(Cist | vojna) = =
7/10 35
. ) 05-0.1 1
P(delno zasneZen | vojna) = =—
7/10 14
) 09:0.7 9
P(neprevozen | vojna) = =—
7/10 10

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 67. Opazimo, da se nam izplaca iti k vracu ter se odlociti za pot ez prelaz, Ce
nam pove, da na gori vlada mir, in za pot okoli gorovja v nasprotnem primeru.
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Naloga 3.14.
Izra¢unajmo najprej pricakovane vrednosti v vozli§¢ih C, F in G odlocitvenega
drevesa s slike 9.

C=05-(40p+20)  =20p+10
F=50-p—10-(1-p) =60p—10
G=-30-p+30-(1—p)=—60p+30

Obravnavajmo najprej odlocitev v vozlis¢u D. Za pot k vozli§€u F se odlo¢imo,
Cevelja60p —10= -5 oziroma p = 1/12.

Obravnavajmo sedaj e odloc¢itev v vozliscu E. Za pot k vozli§¢u G se odlo¢imo,
Ce velja —60p +30 = —5 oziroma p < 7/12.

Pri¢akovana vrednost v vozlis¢u B bo sledeca.

Py 0.9 (~5)+ (~60p+30)-0.1 = —1.5—6p
1 7
SSPSTo 0.9-(60p —10) +0.1- (—60p +30) = —6+48p
7
p> 15 0.9-(60p—10) +0.1-(=5) = —9.5+54p

1
05p<E: max{—1.5-6p,20p +10} =20p + 10
1 7 20p+10 p<?
—=s=p=s—: max{—6+48p,20p + 10} = 1
12 12 —6+48p p=3
7
p>E: max{—9.5+54p,20p + 10} = -9.5+54p

Proces odlocanja je prikazan na sliki 68.

Naloga 3.15.

(a) Imamo eno odlocitev — ali naj zaposlimo g. Ajkalaja. Ce ga ne zaposlimo, je
dobicek 0€, ce pa ga zaposlimo, pa pridemo v stanje, v katerem imamo z
verjetnostjo p dobicek 2100000<€, z verjetnostjo 1 — p pa —800000€. V tem
stanju je torej pricakovan dobicek enak

p-2100000€ — (1 — p) -800000€ = p - 2900 000€ — 800 000€.

Za p < 8/29 torej pricakujemo izgubo in se nam ga ne izplaca zaposliti, sicer
pa imamo dobicek in se ga nam tako izplaca zaposliti. Graf pricakovanega
dobicka je prikazan na sliki 69. Pri podani vrednosti p = 3/5 se nam torej
izplaca zaposliti g. Ajkalaja, saj tedaj pricakujemo dobicek 940000€.
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Slika 68: Odlocitveno drevo za nalogo 3.14 v odvisnosti od vrednosti parametra p.

(b) EVPI izracunamo tako, da od pricakovanega dobicka pri znanem izidu odste-
jemo pricakovani dobicek pri neznanem izidu:

EVPI =3/5-2100000€ +2/5-0€ —940000€ = 320000€

Ker je EVPI vecji od cene dodatnega testiranja, izracunajmo $e EVE. Najprej
doloc¢imo verjetnosti:

P(test pozitiven) =7/8-3/5+1/4-2/5=5/8
P(test negativen) = 1/8-3/5+3/4-2/5=3/8

« - 7/8-3/5
P(uspesen rezultat | test pozitiven) = T =21/25
« - 1/4-2/5
P(neuspesen rezultat | test pozitiven) = YT =4/25
. ) 1/8-3/5
P(uspesen rezultat | test negativen) = 38 =1/5
. ) 3/4-2/5
P(neuspesen rezultat | test negativen) = /8 =4/5

Sedaj lahko izracunamo EVE:

EVE = (21/25-2100000€ —4/25-800000€) - 5/8 +
(1/5-0€+4/5-0€)-3/8—-940000€ = 82500€

Ker je EVE vedji od cene testiranja, se torej odlo¢imo za testiranje.
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Odlocitveno drevo je prikazano na sliki 70. Odlo¢imo se za test — Ce je ta
pozitiven, zaposlimo g. Ajkalaja, sicer pa ne.

Naloga 3.16.

(a)

(b)

(©

Imamo eno samo odlocitev — ali naj izvedemo masenje po metodi dr. To-
talkova. Ce ga ne izvedemo, je dobicek 0$, ¢e pa ga, pa preidemo v stanje,
v katerem imamo z verjetnostjo p dobic¢ek 2800MS$, z verjetnostjo 1 — p pa
—700M$. V tem primeru je pricakovani dobicek enak

p-2800M$—(1— p)-700M$ = p-3500M$ —700 M$.

Za p < 1/5 torej pricakujemo izgubo in se podjetju masenja ne izplaca izvesti,
sicer pa podjetje pricakuje dobicek, tako da se izvedba masenja izplaca. Graf
pricakovanega dobicka je prikazan na sliki 71. Pri podani vrednosti p = 3/7
se podjetju torej izplaca izvesti masenje, pri Cemer pricakuje dobicek 800 M$.

EVPI izracunamo tako, da od pricakovanega dobicka pri znanem izidu odste-
jemo pricakovani dobicek pri neznanem izidu:

EVPI=3/7-2800M$ +4/7-0M$—-800M$ = 400 M$

Ker je EVPI vedji od cene dodatnega testiranja, izracunajmo $e EVE. Najprej
doloc¢imo verjetnosti:

: . 73 14 11
P(raziskava pozitivna) = — - =+ - - = = —

97 3 7 21

; . 23 2 4 10
P(raziskava negativna) = = - =+ - - = = —

97 3 7 21

P(uspegen projekt | raziskava pozitivna) 7/19-3/7 7
u Z1SKav: zitivna) = ——— = —

’ P P 11/21 11
P(neuspesen projekt | raziskava pozitivna) 1/3-4/7 _ 4
u z1skav Zitiv: _ 2

’ P P 11/21 11
P(uspesen projekt | raziskava negativna) 2/9-3/7 _ 1
71 Vv I\ oy _

’ o) 8 10/21 5

$ i : . 2/3-4/7 4
P(neuspesen projekt | raziskava negativna) = <ol " ;

Sedaj lahko izracunamo EVE:

EVE = (7/11-2800M$—4/11-700M$)-11/21+
(1/5-0M$+4/5-0M$)-10/21 -800M$ = 0M$

Ker je EVE manjsi od cene raziskave, se zanjo ne odlo¢imo.

Odlocitveno drevo je prikazano na sliki 72. Za raziskavo se ne bomo odlo¢ili,
pac pa bomo poskusili zamasiti vrtino po metodi dr. Totalkova.
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Slika 69: Graf pricakovanega dobicka za nalogo 3.15(a).
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Slika 70: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.15(c).

208



dobicek
2800M$ - -------—"—-———-—--- :

BOOMS - ------

1/5 3/7 1

Slika 71: Graf pricakovanega dobicka za nalogo 3.16(a).
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Slika 72: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.16(c).
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Naloga 3.17.

(a) Imamo eno samo odlocitev — ali naj nabavimo letalo. Ce ga ne nabavimo,
imamo 0€ dobicka, Ce pa ga, pa preidemo v stanje, v katerem imamo z
verjetnostjo 0.2 dobicek 1000000€ — 170000€ = 830000<, z verjetnostjo
0.3 dobicek 340000€ — 170000€ = 170000<, z verjetnostjo 0.5 pa dobicek
10000€ — 170000€ = —160000<. V tem primeru je pri¢akovani dobicek enak

0.2-830000€ + 0.3-170000€ — 0.5 -160000< = 137 000<.

Letalski druzbi se torej nabava letala izplaca, pri tem pa pricakuje dobicek
137000<.

(b) Izracunajmo verjetnosti za primer, da naro€imo izvedensko mnenje.

P(ugodno) =0.9:0.2+0.6-0.3+0.1-0.5=0.41

P(neugodno) =0.1-0.2+0.4:0.3+0.9-0.5=0.59
0.9-0.2

P(odli¢no | ugodno) = ~0.439
0.41
.. 0.6-0.3
P(zadovoljivo | ugodno) = 041 ~0.439
0.1-0.5
P(slabo | ugodno) = ~0.122
0.41
N 0.1-0.2
P(odli¢no | neugodno) = ~0.034
0.59
.. 0.4-0.3
P(zadovoljivo | neugodno) = 059~ 0.203
0.9-0.5
P(slabo | neugodno) = 059~ 0.763

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo
s slike 73. Opazimo, da se nam izplaca narociti izvedensko mnenje, ter letalo
nabaviti, Ce je to ugodno, in ga ne nabaviti, e mnenje ni ugodno.

Naloga 3.18.

(a) Student ima eno samo odlo&itev — ali naj nadaljuje $tudij. Ce ga ne nadaljuje,
ima 0€ dobicka, e pa ga, pa preide v stanje, v katerem ima z verjetnostjo 0.8
dobicek 200000<€, z verjetnostjo 0.2 pa —40000€. V tem primeru je pricako-
vani dobicek enak

0.8-200000€ — 0.2 -40000€ = 152000€.

Studentu se torej nadaljevanje $tudija izplaca, pri tem pa pricakuje dobicek
152000<.
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830000€

137000€ ..
zadovoljivo: 0.3

170000€
137000€

820000€

zadovoljivo: 0.439

160000€
409512.20€

—10000€ —-170000€

820000€
162000€

zadovoljivo: 0.203

160000€
—69322.03€

—-10000€
—-10000€ —170000€

Slika 73: Odlocitveno drevo za nalogo 3.17.
(b) Izratunajmo verjetnosti za primer, da se Student odloci za testiranje.
.. 19 1
P(test pozitiven) = —-0.8+ —-0.2=0.78
20 10

1 9
P(test negativen) = —-0.8+ —-0.2=0.22
20 10

o ar qes .. 19/20-0.8
P(uspesen Studij | test pozitiven) = o078 = 0.974
o . 1/10-0.2
P(neuspesen §tudij | test pozitiven) = W ~ 0.026
e qes ) 1/20-0.8
P(uspesen studij | test negativen) = o022 =~ 0.182
oo . /10-0.2
P(neuspesen studij | test negativen) = —0 22 =~ 0.818

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo
s slike 74. Opazimo, da se Studentu ne izplaca prijaviti na testiranje, saj mu to
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Slika 74: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.18.
ne da zadostne informacije za morebitno spremembo odlocitve.
Naloga 3.19.

(a) Imamo eno samo odlocitev — ali naj podjetju odobrimo posojilo. Ce ga ne
odobrimo, imamo 0€ dobicka, ¢e pa ga, preidemo v stanje, v katerem imamo
z verjetnostjo 0.3 dobicek v vi§ini 20000€, z verjetnostjo 0.5 dobicek v visini
10000€ in z verjetnostjo 0.2 dobicek v viSini —15000€. V tem primeru je
pricakovani dobicek enak

0.3-20000€ + 0.5-10000€ — 0.2 - 15000€ = 8000<€.

Direktorici torej svetujemo, naj odobri posojilo, saj bo tedaj pricakovala
dobicek 8000€.

Izracunajmo $e EVPI. Tukaj upoStevamo, da posojilo odobrimo, ¢e bo to
prineslo dobicek.

EVPI =0.3-20000€ + 0.5- 10000€ + 0.2 - 0€ = 11 000€
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(b) IzraCunajmo verjetnosti za primer, da direktorica naroci test.

2 1 1
P(test pozitiven) = --0.3+ —-0.5+ —-0.2=0.19
5 10 10

2 1 2
P(test nevtralen) = = 0.3+ 3 0.5+ = 0.2=0.45

1 2 1
P(test negativen) = 5 0.3+ = 0.5+ 3 0.2=0.36

L « " 2/5-0.3
P(podjetje uspesno | test pozitiven) = 019 =~ 0.632
L . « . 1/10-0.5
P(podjetje povprecno uspesno | test pozitiven) = 019 =~ 0.263
- % . 1/10-0.2
P(podjetje neuspesno | test pozitiven) = o019 ~0.105
_ " 2/5-0.3
P(podjetje uspesno | test nevtralen) = 045 =~ 0.267
.. . . 1/2-0.5
P(podjetje povprecno uspesno | test nevtralen) = 045 =~ 0.556
L " 2/5-0.2
P(podjetje neuspesno | test nevtralen) = 045 ~0.178
I " . 1/5-0.3
P(podjetje uspesno | test negativen) = 036 =~ 0.167
_ . “ . 2/5-0.5
P(podjetje povpre¢no uspesno | test negativen) = 036 =~ 0.556
. . . 1/2-0.2
P(podjetje neuspesno | test negativen) = 036 ~0.278

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlo¢itveno drevo
s slike 75. Opazimo, da se direktorici ne izplaca naroditi testa, saj ji ta ne da
zadostne informacije za morebitno spremembo odlocitve.

Naloga 3.20.
Zaradi enostavnosti predpostavimo, da se obrestuje samo glavnica (enkrat na
leto), pri cemer pri petletnem varcevanju vsakic velja zaCetna obrestna mera.
Izra¢unajmo obresti po petih letih pri razlicnih shemah vezave glede na dogajanje
po treh letih:

shema nespremenjena povecana zmanjSana prekinitev
5 let 250 250 250 -
3+2-1leto 170 194 154 -
3leta 90 90 90 90
5-11eto 200 224 184 -
3-1leto 120 120 120 120

Drugih mozZnosti ne bomo obravnavali, saj se ocitno 5-letna vezava ne izplaca,
Ce jo bomo predc¢asno prekinili. 1z zgornje tabele je torej jasno, da se bomo
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Slika 75: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.19.

odlocili bodisi za 5-letno vezavo ali pa vsakoletno vezavo, z morebitno prekinitvijo
oziroma prenehanjem po 3 letih brez nadaljnje vezave. Dobimo torej sledeco
odlocitveno tabelo:

zacetna shema ‘ nespremenjena povecana zmanj$ana prekinitev
5let 250 250 250 90
5-1leto 200 224 184 120

Pri optimistovem kriteriju se ravhamo glede na najboljsi moZen izid. Pri
5-letni vezavi je to 250€, pri letni vezavi pa 224€, zato se odlo¢imo za 5-letno
vezavo.

Pri pesimistovem (Waldovem) kriteriju se ravnamo glede na najslabsi moZen
izid. Pri 5-letni vezavi je to 90€, pri letni vezavi pa 120€, zato se odlo¢imo za
letno vezavo.

Pri Laplaceovem kriteriju so vse moZznosti enako verjetne. Pri 5-letni vezavi je
torej pricakovani dobicek enak (250€ + 250€ + 250€ + 90€) /4 = 210€, pri letni
vezavi pa (200€ + 224€ + 184€ + 120€)/4 = 182€, zato se odlo¢imo za 5-letno
vezavo.

Pri Savageovem kriteriju Zelimo minimizirati najve¢je mozZno obZalovanje.
Pri 5-letni vezavi je najvecje obZalovanje enako 120€ —90€ = 30<€, pri letni vezavi
pa 250€ — min{200<, 224€, 184€} = 66<, zato se odlo¢imo za 5-letno vezavo.
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Pri Hurwiczevem kriteriju upostevamo, da se najboljsi izid zgodi z verjetnost-
jo @, najslabsi pa z verjetnostjo 1 — a. Pri 5-letni vezavi je torej pricakovan dobicek
enak a-250€ + (1 — a) - 90€ = a - 160€ + 90€, pri letni vezavi pa a - 224€+ (1 - a) -
120€ = a - 104€ + 120€. Pri vrednosti a@ = 15/28 sta obe mozZnosti enakovredni.
Pri vecjih vrednostih a se odlo¢imo za 5-letno vezavo, pri manjsih pa za letno
vezavo.

Naloga 3.21.

(a) Naj bo Xj slucajna spremenljivka, ki oznacuje dobicek pri prodaji k kart
(k €{100,101,102}). Izracunajmo pri¢akovane dobicke

E(X100) =100-100€ =10000€
E(Xj101) =101-100€ - 0.25-200€ =10050€
E(Xj102) =102-100€ - (0.25-2+0.5) - 200€ = 10000€

Letalska druzba naj torej proda 101 karto.

(b) Naj bo A; dogodek, da analiza napove odpoved i potnikov, in B; dogodek,
daimamo dejansko j dopovedi (i, j = 0,1,2). Poznamo pogojne verjetnosti
P(A; | Bj) = pjj. Izracunajmo najprej verjetnosti P(A;).

P(Ap)=0.7-0.25+0.1-0.5+0-0.25 =0.225
P(A;)=0.2-0.25+0.8-0.5+0.1-0.25=0.475
P(A2)=0.1-0.25+0.1-0.5+0.9-0.25=0.3

Izracunajmo $e verjetnosti posameznega Stevila odpovedi ob razli¢nih izidih

analize.
pUB [ Ay 2 077025 7
010" 0205 T 9
By Ay G105 2
VA= 0225 9
B, Ay 2025
21T 0005 T
piB | Ay < 227025 _ 2
0T 0475 T 19
P, Ay 2805 16
VY= "0475 19
P, | Ay 21025 1
2T 0475 19
P(By | Ay < 217025 _ 1
01T 03 T 12
P, | Ay BL0S 1
V2227703 "~ 6
P, | Ay < 297025 3
2T T3 T g



Sedaj lahko izracunamo pricakovane dobicke ob razli¢nih izidih analize.
E(X100 | Ag) =100-100€ =10000€

7
E(X1011Ap) =101-100€ - 3 -200€ =~ 9944.44€

7 2
E(X102 | Ap) =102-100€ - (5 2+ §) -200€ = 9844.44€

E(X100| A1) = 100-100€ =10000€
E(Xi01 | Ay) = 101-100€ — 12—9 -200€ ~10078.95€
E(Xi02| Ay) = 102 - 100€ — (12—9 2+ %) -200€ ~ 9989.47€
E(X100 | A2) =100-100€ =10000€
E(X101 | Ap) = 101-100€ — % -200€ ~10083.33€

1 1
E(Xy02 | A2) =102-100€ — (E -2+ é) -200€ =~10133.33€

Najboljse izbire v vsakem primeru so pod¢rtane. Ker v nobenem primeru
pricakovan dobicek ne preseZe pricakovanega dobicka brez analize za ve¢
kot 200€, se nam torej analize ne izplaca izvesti.

Naloga 3.22.
Najprej uvedemo slucajne spremenljivke X, Y; in Z; (i € {1,2}), s katerimi bomo
racunali v nadaljevanju.

X ...stevilo guldov po drugi noci
Y;...Stevilo guldov pred i-to nocjo (ie{l1,2)

Z;...kilogrami granodiorita pred i-to nocjo (ie{l,2})

Odlocitev pred drugo nocjo bomo obravnavali glede na Stevilo guldov, ki jih
imamo na voljo po prvi no¢i.

EX|Yo=k-2x,Z,=x)=04-(k—2x+4x)+0.6-(k—-2x+x)=k+0.2x

Spremenljivka k tu predstavlja Stevilo guldov po prvi noci, x pa Stevilo kilogramov
kupljenega granodiorita pred drugo nocjo. Ker je k+0.2x vecji od k, Fenko vedno
kupi maksimalno koli¢ino granodiorita. Ne glede na izid iz prve noci torej vemo,
da po prvi noci kupi maksimalno §tevilo granodiorita.

Obravanavamo torej $tiri primere. Ce v prvi no¢i kupi 2 kg granodiorita ter
izdelava uspe in proda zlato, ima torej k = 9 guldov, s katerimi kupi x = 4 kg
granodiorita, en guld pa mu ostane; Ce izdelava ne uspe, potem proda granodiorit
in ima torej k = 3 gulde, s katerimi kupi x = 1 kg granodiorita, en guld pa mu
ostane. Ce pa v prvi no¢i kupi 1 kg granodiorita ter izdelava uspe in proda zlato,
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ima torej k = 7 guldov, s katerimi kupi x = 3 kg granodiorita, en guld pa mu ostane;
Ce izdelava ne uspe, potem proda granodiorit in ima torej k = 4 gulde, s katerimi
kupi x = 2 kg granodiorita.

E(X|Y,=1,2=4)=04-17+0.6-5=9.8
EX|Y2=12=1=04-5+0.6-2 =32
EXX|Y2=1,2=3)=0.4-13+0.6-4=7.6
EX|Y,=0,2=2)=04-8+0.6-2 =4.4

Izracunajmo pricakovne vrednosti $e za prvo no¢. Obravnavali bomo dva primera:
v prvem kupi 2 kg granodiorita, v drugem pa 1 kg granodiorita.

EX|Y1=1,2,=2)=04-9.8+0.6-3.2=5.84
EX|Y1=3,21=1)=04-76+0.6-4.4=5.68

Na zacetku bo torej kupil 2 kg granodiorita, za kar bo porabil 4 gulde, ter
oba nastavil prvo no¢. Ce uspe, bo pridobil 20 g zlata, ki jih proda, in kupi 4 kg
granodiorita, ki jih nastavi drugo no¢. Ce mu prvo no¢ ne uspe, potem proda
granodiorit za 2 gulda ter kupi 1 kg sveZega granodiorita, ki ga nastavi drugo noc.
Celoten proces odloc¢anja je prikazan na sliki 76.

Naloga 3.23.

(a) Naj slucajna spremenljivka X predstavlja dnevni zasluzek, n pa naj bo Stevilo
narocenih ¢asopisov. Izracunajmo pri¢akovane zasluzke v odvisnosti od n.

EX|n<6)=n-1€-n-0.8€ =1.2€
EX|n=7)=(0.1-6+0.9-7)-1€-7-0.8€ =1.3€
E(X|n=8)=(0.1-6+0.2-7+0.7-8)- 1€-8-0.8€ =1.2€
E(X|n=9)=(0.1-6+0.2-7+0.3-8+0.4-9)-1€-9:0.8€ =0.8€

E(X|n=10)=(0.1-6+0.2-7+0.3:8+0.3:9+0.1-10)- 1€ - n-0.8€ < 0.1€

Ljubo bo torej imel najvecji pricakovani zasluzek 1.3€ na dan, ¢e vsakic
naroc€i 7 casopisov.

(b) V mesecu lahko pri narocilu 7 ¢asopisov vsak dan, ko ta izide, pricakuje
zasluzek 25-1.3€ = 32.5€.

Naloga 3.24.
Definirajmo spremenljivke in izpiS$imo znane podatke.

X...stroSek

C...izberemo pokvarjen izdelek
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Slika 76: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.22.

D;...imamo i pokvarjenih izdelkov (i € {1,2,3})
E...tovarna pregleda vseh 10 izdelkov
F...tovarna ne pregleda nobenega izdelka

G...tovarna pregleda naklju¢en izdelek

p1=0.7 p2=0.2 p3=0.1

(a) Izracunajmo, koliko tovarno stane, da pregleda vse izdelke in popravi pokva-
rjene. Vemo, da podjetje placa 45€ - 10 za 10 pregledov.
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(b)

E(X|EnD;)=450€+350€ = 800€
E(X | EnD,)=450€ +350€-2 = 1150€
E(X | EnD3) =450€ +350€ -3 = 1500€

Pric¢akovani stroSek, ¢e podjetje pregleda vseh 10 izdelkov, je torej
E(X|E)=0.7-800€+0.2-1150€ +0.1-1500€ = 940€

Sedaj si poglejmo Se, koliko znasa pric¢akovani strosek, ¢e tovarna ne pregleda
nobenega izdelka.

E(X|F)=0.7-350€+0.2-2-350€ +0.1-3-350€ =490€

Ce dobljena stroska primerjamo, lahko vidimo, da ima podjetje manjsi stro-
Sek, Ce ne pregleda nobenega dobavljenega izdelka.

Strosek za pregled vseh komponent je enak kot v primeru (a), in sicer 940€.
Izracunajmo $e pricakovani stro$ek, e tovarna naklju¢no pregleda eno kom-
ponento. Problem lo¢imo na tri dele: imamo en, dva ali tri pokvarjene izdelke.
Vsakega od teh primerov lo€imo 3e na dva dela: ali izberemo pokvarjen izde-
lek ali ne.

E(X|GNnCnDy) =  45€
E(X|GNCnD;)=45€ +350€ = 395€

E(XIGle):l—lo-45€+f—0-395€ = 360€
E(X|GNnCnD,)=45€ +350€ = 395€
E(X|GNnCnD,)=45€ +350€-2 = 745€

2 8
E(X|1GNnDy) = —-395€+E-745€ = 675€

10
E(X|GNCnDs3)=45€ +350€-2 = 745€
E(X|GNnCnDs3)=45€+350€-3 =1095€

3 7
E(X|GNnD3)= 1—0-745€+1—0-1095€= 990€

Sedaj lahko izracunamo pri¢akovani strosek, ¢e tovarna izbere naklju¢en
izdelek, ga pregleda in po potrebi popravi:

E(X|G)=0.7-360€+0.2-675€ +0.1-990€ = 486€

Vidimo, da velja E(X | G) < E(X | E), zato je za tovarno bolje, da izbere eno
naklju¢no komponento za pregled, kot ¢e pregleda vseh 10 komponent.
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Naloga 3.25.

Ocitno se nam po uspe$nem poskusu ne izplaca ve¢ poskusati. Tako naj slucajni
spremenljivki X; in Y; (0 < i < 4) predstavljata profit v primerih, ko se odlo¢imo za
(i +1)-ti poskus oziroma se odlo¢imo kon¢ati igro po i poskusih, ob predpostavki,
da so bili prej$nji poskusi neuspesni. Imamo torej

1 . 4—7 .
E(X;) = E'(70€—l'30€)+;'maX{E(XiH),E(YiH)} n
E(Y;) =—-i-30€.

Izracunajmo ustrezne vrednosti.

E(Xy) = —50€ E(Yy) = —120€
E(X3) = —35€ E(Y3) = —90€
E(Xp) = —20€ E(Y») = —60€
E(X;) = -5€ E(Y;) = -30€
E(X,) = 10€ E(Yy) =0€

Vidimo, da za vse i (0 < i <4) velja E(X;) > E(Y;), kar pomeni, da je optimalna
strategija taka, da igramo, dokler ne dobimo zlatnika. Pri¢akovani profit je potem
10€.

Naloga 3.26.
Naj bo X (100 < k < 105) dobicek v denotah, ¢e druzba LunaAirways proda k
kart.

E(X300) =100-300 =30000
E(Xj01) =101-300-0.2-400 =30220
E(Xj02) =102-300-0.2-(2+1)-400 =30360
E(X103) =103-300—-0.2-(3+2+1)-400 =30420
E(Xj104) =104-300—-0.2-(4+3+2+1)-400 =30400

E(X105) =105-300-(0.2-(5+4+3+2)+0.1)-400 = 30340

Podrobneje si poglejmo primer, ko druZzba proda 103 karte. Najprej izracunamao,
koliksen dobicek ustvarimo s prodajo 103 kart, nato pa upostevamo, da z verjet-
nostjo 0.2 nikogar ne zagrabi strah, torej pridejo na potovanje vsi 103 ljudje, in
bodo morali sedaj trije ljudje zamenjati let. Podoben razmislek naredimo tudi za
primere, Ce strah zagrabi enega ali dva ¢loveka — takrat bosta morala let zamenjati
dva oziroma en ¢lovek. Ker se vsi trije primeri zgodijo z isto verjetnostjo, smo to
verjetnost lahko izpostavili.
Druzba naj torej za maksimizacijo svojega dobicka proda 103 karte.
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Naloga 3.27.
Definirajmo spremenljivke, ki jih bomo potrebovali, in izpi§imo znane podatke.

X ...zasluzek
A...receptuspe
B...prosijo za nasvet
C...ugodno mnenje
D...sami proizvajajo
P(A)=2 P =2
5 5
PClA) =2 PICI) =+
4 2
PTIA =1 PCIA) =+
4 2

Izracunajmo verjetnosti in pricakovane vrednosti, ki jih nato vpiSemo v odlocit-
veno drevo.

P(C)—P(C|A)P(A)+P(C|Z)P(Z)—3 2+ 133

B 45 25 5

P(C)=P(C| A)P(A)+P(C| AP(A) = L2 + 13_2

B 45 25 5

P(C|A)P(A 3/4-2/5 1

pa|C) = D1 APA) _ _1

P(C) 3/5 2

— P(C| A)P(A) 1/2-3/5 1

PA|IC)= ——— -~ = ==

P(C) 3/5 2

—  P(C|APA 1/4-2/5 1

P(A|C)=—_ = = —

P(C) 215 4

— — P(C|APA 1/2-3/5 3

P(AIC)=—(C| _) (4) _ 128 ==

P(C) 215 4

E(X|DNBNA) =2490000€ P(A|B)=0.4

E(X | DN BN A) =240000€ P(A|B)=0.6
E(X | DN B)=15002€

E(X|BNCnN A) =2455000€ P(A|BNC)=0.5

E(X|BNnCn A) =205000€ P(A|BNC)=0.5
E(X|DNBNC)=-19998€

E(X|BNCn A) =2455000€ P(A|BNC)=0.25

E(X|BNnCn A) =205000€ P(A|BNC)=0.75

E(X|DNBNC)=-19998€
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.Y 2455000€

1330000€
205000€

2455000€

205000€

767500€
—-19998€

2490000€

1140000€

240000€

1140000€ pr()da N
Jjo
15002€

Slika 77: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.27.

Ko s pomocjo odlocitvenega drevesa s slike 77 izracunamo preostale pricako-
vane vrednosti, lahko vidimo, da velja

E(X|B)<EX|B),

zato je za kavarno ugodneje, da ne prosi za nasvet in se odloci za proizvodnjo.

Naloga 3.28.

Naj bo X} (1000 < k < 1005) dobicek v denotah, Ce organizatorji olimpijskih iger
prodajo k kart.

E(X1000) =1000-1000 =1000000
E(X1001) =1001-1000~-0.01-1400 =1000986
E(Xj002) =1002-1000-(0.01-2+0.19)-1400 =1001706
E(X1003) =1003-1000-(0.01-3+0.19-2+0.3)-1400 =1002006
E(X1004) =1004-1000-(0.01-4+0.19-3+0.3-2+0.4)-1400 =1001746

E(X1005) =1005-1000-(0.01-5+0.19-4+0.3-3+0.4-2+0.05)-1400=1001416

Podrobneje si poglejmo primer, ko organizatorji prodajo 1003 karte. Najprej
izracunamo, kolik§en dobicek ustvarijo s prodajo 1003 kart, nato upostevamo, da
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z verjetnostjo 0.01 na tekmo pridejo vsi imetniki kart, naprej upo$tevamo da z
verjetnostjo 0.19 na tekmo prideta 1002 imetnika kart, ter da z verjetnostjo 0.3 na
tekmo pride 1001 imetnik kart. V slednjih treh primerih bodo organizatorji torej
morali zagotoviti sedez v VIP sekciji dvorane za tri, dva oziroma enega ¢loveka, za
vsakega pa bodo imeli 1400 denot stroskov.

Organizatorji olimpijskih iger naj torej za maksimizacijo svojega dobicka
prodajo 1003 karte.

Naloga 3.29.

Ce se podjetje odlo¢i za samostojno prodajo (brez predhodne akcijske ponudbe),
bo ob uspehu imelo 100000 (3€ —0.5€) — 1000€ = 249 000< dobicka, ob neuspe-
hu pa 10000 -3€ —100000-0.5€ — 1000€ = —21000€, torej 21 000€ izgube. Ker je
pric¢akovani dobicek enak

0.7-249000€ - 0.3 -21000€ = 168000<€,

kar je ve¢ kot 100000 - 1€ = 100000<€, kolikor bi zasluzili ob prodaji multinacio-
nalki, se podjetju v primeru, da se ne odlocijo za akcijsko ponudbo, bolj izplaca
samostojna prodaja.
Izracunajmo e dobicke, Ce se odlocijo za akcijsko ponudbo:
Akcija uspe, produkt uspe:
1000-2.5€ +99000-3€ - 100000 0.5€ -2 - 1000€ = 247500€
Akcija uspe, produkt ne uspe:
1000-2.5€+9000-3€ —-100000-0.5€ —2-1000€ = —22500€
Akcija uspe, prodajo multinacionalki:
1000 (2.5€ - 0.5€) + 99000 1€ — 1000€ = 100000€
Akcija ne uspe, produkt uspe:
100-2.5€+99900-3€ - 100000 0.5€ —2-1000€ = 247950€
Akcija ne uspe, produkt ne uspe:
100-2.5€ +9900-3€ - 100000 0.5€ —2-1000€ = —22050€
Akcija ne uspe, prodajo multinacionalki:
100-2.5€ -1000-0.5€ - 1000€ + 99000 1€ = 97750€

Izracunajmo $e verjetnosti uspeha akcije ter uspesnosti produkta ob vsaki
napovedi.

P(akcija uspe$na) =0.7-0.8+0.3-0.1 =0.59
P(akcija neuspes$na) =0.7-0.2+0.3-0.9=0.41

P(produkt uspe | akcija uspesna) = 0.7:0.8 56 0.949

p p Jausp 059 59

P(produkt ne uspe | akcija uspesna) = 03-0.1_ 3 ~0.051
p p Jausp T 059 59
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949 247500€

233771.2€ uspe
odajdl®
233771.2€ ami DX Deusper
eh-
R “0.051™ _p2500€
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% Maciong)i; ™ 100000€
178002.5€
038 247950€
70145.1€ uspP
6’(1& 100
N . aja)
pe&oa. Saﬂ\‘ p{Od X I]
04, CUspen.
— 659 _22050€
97750€ Prodajo ==
tnacionaji; = 97750€
26 7 249000€
2 n: 0-
NS 168000€ usp®
“0 1a)0
U L prodd)
Yo sami P Reuspep
“0.3 7 _21000€
168000€ Prodajo =
InultmaCIOna]ki 100000€

Slika 78: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.29.

P(produkt uspe | akcij snay= 2002 1% g3
rodukt uspe | akcija neuspesna) = =—=0.
p P ) P 0.41 41

" . 03-09 27
P(produkt ne uspe | akcija neuspesna) = 04l a1 =~ 0.659

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 78. Opazimo, da se podjetju izplaca izvesti akcijo, saj je pricakovani dobicek
v tem primeru 178002.5€. Ce akcija uspe, naj se odlocijo za samostojno prodajo,
Ce pa ne uspe, pa naj zaloge prodajo multinacionalki.

Naloga 3.30.
Izracunajmo verjetnosti za potek servisa in stanje strojev po izvedenem servisu.

P(servis poteka gladko) =0.9-0.4+0.2-0.6 =0.48
P(servis se zavleCe) =0.1-0.4+0.8-0.6 =0.52
0.9-0.4+0.2-0.6-0.7
P(stroji vdobrem stanju | servis poteka gladko) = 0.48 =0.925
0.20.6-0.3
P(stroji v slabem stanju | servis poteka gladko) = S YTEE =0.075
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. .. 0920 70000 k;
65275 kg do\o(o stame. 0. g

7000 kg
46532 kg
50000 kg
29230.77 kg
46532 kg 5000 kg
0. 0.5 80000 kg
dob10 stan)®
36800kg  Slabg g~
Wje: .6~ 8000 kg
Slika 79: Odlocitveno drevo za nalogo 3.30.
.. . . . 0.1-0.4+0.8-0.6-0.5
P(stroji vdobrem stanju | servis se zavlece) = 052 ~0.538
" . . 5 0.8-0.6-0.5
P(stroji v slabem stanju | servis se zavlece) = o052 =~ 0.462

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 79. Opazimo, da se podjetju izplaca opraviti servis, pricakovana koli¢ina
proizvedene ¢okolade pa je tedaj 46532 kg.

Naloga 3.31.
Izracunajmo najprej pricakovane vrednosti v vozlis¢ih F in G odlocitvenega
drevesa s slike 10.

F=160-p+40-(1-p) =120p+40
G=120-2p+20-(1—2p) =200p + 20

Obravnavajmo najprej odloc€itev v vozlis¢u D. Za pot k vozli§€u F se odlo¢imo,
Ce velja 120p + 40 < 60 oziroma p < 1/6.

Obravnavajmo sedaj e odlocitev v vozlis¢u E. Za pot k vozli§€u G se odloc¢imo,
ce velja 200p + 20 < 50 oziroma p < 3/20.
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120p + 40

P 160
p<X|6
P>1/6760
100p + 30
A 120
p<3
E \ 1\2'0 -

P23/50~= 50

70
Slika 80: Odlocitveno drevo za nalogo 3.31 v odvisnosti od vrednosti parametra p.
Pricakovana vrednost v vozlis¢u B bo sledeca.
p<

0.7-(120p +40) +0.3- (100p +30) = 114p +37

p=

D= -

: 0.7-60+0.3- (100p +30) = 30p +51

Izracunajmo Se pricakovano vrednost v vozlis¢u C.

3
P<s5: 0.6-(200p +20) +0.4-70 = 120p + 40
3
p=—: 0.6-50+0.4-70 = 58
20

Nazadnje obravnavajmo $e odlocitev v vozliscu A.

3
05p<%: min{l14p +37,120p + 40} = 114p + 37
3 1
—=<p<-=: min{l114p + 37,58} =114p + 37
20 6
1 1 30p+51 p<is
—<ps<-: min{30p + 51,58} = p p 30

Proces odlo¢anja je prikazan na sliki 80. Ker velja = > 5, opazimo, da v
primeru p = % iz vozlis¢a E nikoli ne izberemo poti proti vozli§cu G.
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Naloga 3.32.

(@) Najbo X} (200 < k < 203) dobicek, e druzba proda k vozovnic.

E(X200) =200-35€ =7000€
E(X201) =201-35€-0.3-60€ =7017€
E(X202) =202-35€ -(0.3-2+0.4) -60€ =7010€

E(X203) =203-35€-(0.3:3+0.4-2+0.2)-60€ =6991€

Vidimo, da se druzbi najbolj izplaca prodati 201 vozovnico.

(b) Naj bo Y (200 < k < 203) dobicek, ¢e druzba proda k vozovnic, pri cemer
lahko uporabi tudi dodatno mesto.

E(Yago) = 200-35€ =7000€
E(Yap1) = 201-35€ —0.3-0.001 - 40000€ =7023€
E(Yap2) = 202 -35€ —0.3-60€ — 0.7-0.001 - 40000€ =7024€

E(Y5p3) =203-35€ - (0.3-2+0.4) -60€ —0.9-0.001 - 40000€ = 7009€

Najvecji pricakovan dobicek je doseZen pri prodaji 202 vozovnic. Ker je ta
vecji kot v primeru, ko se dodatno mesto ne uporabi, se druzbi torej to mesto
izplaca uporabiti.

Naloga 3.33.
Ce se Janez odloc¢i, da bo takoj zaprosil za gradbeno dovoljenje, bo pri¢akovano
Stevilo dni do zacetka gradnje enako

1 1
=-30+=-55=425,
2 2

kar je manj kot 45 dni, ki bi jih potreboval, ¢e bi soglasja pridobil pred vloZit-
vijo pro$nje. Brez Binetovega mnenja se Janezu torej izplaca takoj zaprositi za
gradbeno dovoljenje.

Izracunajmo $e verjetnosti za Binetovo mnenje ter potrebe po soglasjih ob
vsakem mnenju.

. 11 31 13

P(ugodno mnenje) = =+ =+ — = = —

3 2 42 24

. 21 11 11

P(neugodno mnen]e):_._+_,_:_

3 2 42 24
P(soglasja so potrebna | ugodno mnenje) = 1/3-1/2 4
SR i 9= 520 T 13
P(soglasja niso potrebna | ugodno mnenje) = 3ra-1/2_ 9
= g i 9= 5720 T 13
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Slika 81: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.33.

P(soglasja so potrebna | neugodno mnenje) 23172 _ 8
I u _efvile 9
o b 6 ) 11/24 11
P(soglasja niso potrebna | neugodno mnenje) a-1/z_ 3
1 T u _r e 9
o b 6 ) 11/24 11

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 81. Opazimo, da je pricakovani ¢as ob pridobitvi Binetovega mnenja vecji
kot 42.5 dni, zato naj Janez takoj zaprosi za gradbeno dovoljenje.

Naloga 3.34.

Ker je t < 15, bo trajanje celotnega postopka v primerih, da se Janez pred spro-
zitvijo postopka odloci za pridobitev soglasij, ostalo nespremenjeno glede na
trajanje iz naloge 3.33. Ker velja tudi £ = 7, bo celoten postopek v primeru, da
soglasja niso potrebna, trajal 30 + ¢ dni, v nasprotnem primeru pa 55+ ¢ dni —
oboje neodvisno od tega, ali Janez vpraSa Bineta za mnenje.
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S pomocjo zgoraj izraCunanih trajanj in verjetnosti z odloc¢itvenega drevesa
na sliki 81 lahko nariS§emo odlocitveno drevo s slike 82. Opazimo, da je v primerih,
Ce Janez ne pridobi Binetovega mnenja ali Ce je to neugodno, pricakovani cas
trajanja celotnega postopka ob takoj$nji prosnji za gradbeno dovoljenje vecji kot
v primeru, ¢e pred tem pridobi soglasja. Ce pa Janez od Bineta pridobi ugodno
mnenje, se mu bolj izplaca takoj zaprositi za gradbeno dovoljenje, natanko tedaj,
ko velja t < 14.31. Izracunajmo torej pricakovano trajanje v vozlis¢u B:

13 11 4425+ 81 ter<14.31
E(B)=—ED)+—-52=
24 24 52 te r=14.31

Poglejmo si, za katere vrednosti ¢ se Janezu izplaca prositi Bineta za mnenje.

13
4425+ —1t <45
24

18
r<—<7
13

Vidimo, da zgornja neenakost ne velja za noben ¢ € [7,15], tako da se Janezu
torej ne izplaca pridobiti Binetovega mnenja, pa¢ pa naj najprej pridobi soglasja
sosedov. Celoten postopek bo tako trajal 45 dni.

Naloga 3.35.
Ce se podjetnik odlo¢i, da bo sam zacel s projektom, bo pri¢akovani dobi¢ek enak

—20000€ + 0.4 - 50000€ + 0.6 - 10000€ = 6000<.

Brez pomoci vlagatelja se podjetniku torej izplaca zaceti s projektom.
Izra¢unajmo $e verjetnosti za vlagateljevo odlocitev ter uspeh projekta glede
na slednjo.

P(partnerstvo) =0.6-0.4+0.1-0.6 =0.30
P(odstop) =0.3-0.4+0.4-0.6=0.36
P(odsvetuje) =0.1-0.4+0.5-0.6 =0.34

. . 06-04 4
P(projekt uspesen | partnerstvo) = 030 = E
. . 0.1-06 1
P(projekt neuspesen | partnerstvo) = T = E
P(projekt uspesen | odstop) = 0.3-04 _1

Pro) P P="036 3
P(projekt neuspesen | odstop) = 0.4-06 2
pro) P =036 3
P(projekt sen | odsvetuie) 0.1-04 2
rojekt uspesen | odsvetuje) = = —

Pro) P J 0.34 17
P(projekt neuspesSen | odsvetuje) = 0.5-06 15
pro) P 9= "03a T 17
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Slika 82: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.34.

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 83. Opazimo, da je pricakovani dobi¢ek ob pomoci vlagatelja enak 6 500<,
zato naj podjetnik zaprosi za pomoc vlagatelja - Ce se slednji odloc¢i za partnerstvo,
potem bosta projekt morala izpeljati, Ce vlagatelj odstopi, naj podjetnik sam
izpelje projekt, Ce pa vlagatelj podjetniku odsvetuje, da bi se lotil projekta, pa naj
ga upoSteva in ne zacne s projektom.

Naloga 3.36.

(a) Izracunajmo verjetnosti za oceno gostote prometa in za nastanek zastoja
glede na oceno.

P(gost promet) =0.9-0.6+0.4-0.4=0.7

P(redek promet) =0.1-0.6+0.6-0.4=0.3
0.9-0.6

P(zastoj zjutraj | gost promet) = ~0.77
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/5

—10000
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Slika 83: Odlocitveno drevo za nalogo 3.35.

. o . 0.4-04
P(ni zastoja zjutraj | gost promet) = 07 ~0.23
o 0.1-0.6
P(zastoj zjutraj | redek promet) = 03 - 0.2
o 0.6-0.4
P(ni zastoja zjutraj | redek promet) = 03 - 0.8

Odlocitveno drevo je prikazano na sliki 84. JoZe naj gre vsako jutro na vrh
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hriba — ¢e je promet gost, naj nadaljuje po lokalni cesti, sicer pa naj gre po
avtocesti. Pricakovano trajanje poti je tedaj 26.8 minut.

(b) Iz slike 84 je razvidno, da se bo JoZe z verjetnostjo 0.7 zjutraj peljal po lokalni
cesti in tako ne bo vedel, ali je zjutraj nastal zastoj. [zratunajmo Se verjetno-
sti, da se je zjutraj peljal po avtocesti in je ali ni nastal zastoj, ter pogojne
verjetnosti za zastoj popoldne v odvisnosti od zastoja zjutraj.”

P(po avtocesti in zastoj zjutraj) =0.3-0.2 = 0.06
P(po avtocesti in ni zastoja zjutraj) = 0.3-0.8 = 0.24

P(zastoj popoldne | zastoj zjutraj) 0804 0.64
z zastoj z = 0.
Tpop 1% ) 0.8:0.4+0.3-0.6
P(ni zastoja popoldne | zastoj zjutraj) 0.3-0.6 0.36
z zastoj z = —0.
PP ) AU = 580440306
P(zastoj popoldne | ni zastoja zjutraj) 0.2-0.4 016
zastoj popoldne | ni zastoja zjutraj) = -0
Tpop 13z ] 0.2-0.44+0.7-0.6
; . L . 0.7-0.6
P(zastoj popoldne | ni zastoja zjutraj) = —0.84

0.2-0.4+0.7-0.6

Naj bo X trajanje popoldanske poti po avtocesti v minutah. Izracunajmo
pricakovane vrednosti v odvisnosti od jutranje poti.

E(X | po lokalni cesti zjutraj) = 0.4- (35+2a) +0.6- (15+ a)

=23+1.4a
E(X | po avtocesti in zastoj zjutraj) = 0.64 - (35 +2a) +0.36- (15 + a)
=27.8+1.64a
E(X | po avtocesti in ni zastoja zjutraj) = 0.16- (35+2a) +0.84- (15+ a)
=18.2+1.16a

Pot po avtocesti izberemo, Ce je njeno pricakovano trajanje manjse od 28
minut, kolikor traja pot po lokalni cesti. Poglejmo, pri katerih vrednostih a bi
izbrali pot po avtocesti:

Po lokalni cesti zjutraj:
28-23

a< ~3.57
1.4
Po avtocesti in zastoj zjutraj:
28-27.8
a<———=0.12
1.64
Po avtocesti in ni zastoja zjutraj:
28-18.2
<———=845

7Opazimo lahko, da pri izratunu pogojnih verjetnosti izratunamo, da je verjetnost gnece zjutraj
enaka 0.5, kar se sicer ne sklada z oceno iz tocke (a).
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Z zgornjimi podatki lahko nariSemo odlocitveno drevo s slike 85.

Naj bo Y trajanje izbrane popoldanske poti v minutah. Da dolo¢imo prica-
kovano trajanje poti, bomo najprej povzeli njene pricakovane vrednosti v

odvisnosti od jutranje poti.

. L. i 23+1.4a a<3.57
u:= E(Y | po lokalni cesti zjutraj) =
28 a=3.57

.. .. . 27.8+1.64a a<0.12
v:= E(Y | po avtocesti in zastoj zjutraj) =
28 a=0.12

18.2+1.16a a<8.45
a=8.45

w:= E(Y | po avtocesti in ni zastoja zjutraj) = {

Sedaj lahko izracunamo pri¢akovano trajanje poti.

E(Y)=0.7u+0.06v+0.24w =

22.136 +1.3568a € [22.136,22.301) 0=a<0.12

22.148 +1.2584a € [22.301,26.642) 0.12<a<3.57
25.648 +0.2784a € [26.642,28) 3.57<a<8.45

28 8.45=<a=<10

Naloga 3.37.

Naj bodo Xj (29 < k =< 31) stroski, ¢e se vad€ani odlocijo nabaviti k steklenick

cepiva.

E(Xz9) =29-250€ + (3¢3 + 442 +5¢1 +64o) - 1000€

=11550€

E(X30) =30-250€ + ((pog1 + p1(1 — qo)) +2- ((po + p1)qo + p2) + 3p3) - 1000€ = 8790€

E(X31) = 31-250€ + (p1 +2p2 +3p3) - 1000€

Vidimo, da se vas¢anom najbolj izplaca kupiti 30 steklenick cepiva.
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Slika 84: Odlocitveno drevo za nalogo 3.36(a).
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Slika 85: Odlocitveno drevo za nalogo 3.36(b) v odvisnosti od vrednosti parametra a.
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2.4 Dinami¢no programiranje

Naloga 4.1.

(a)

(b)

(©

Naj bo p; najvecja skupna profitabilnost, ¢e obravnavamo le plakatna mesta
do x;. Poleg tega naj bo y; indeks zadnjega plakatnega mesta, ki je od trenut-
nega oddaljeno najvec¢ d kilometrov. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne
enacbe.

y0:0, pOZO
yi=max{j|yic1<jsixjsx;—d}, pi=max{pi-1,vi+py,} (1<isn)

Vrednosti p; racunamo narasc¢ajoce po indeksu i (1 =i < n). Optimalno
skupno profitabilnost dobimo kot p* = py,.

Po rekurzivni enacbi iz tocke (a) izracunajmo vrednosti y; in p; (0 <i < n).

Yo=0  po=0

»n=0 p1 = max{0, 8 + 0} =8

¥2=0 p2 = max{8,8+ 0} =8

y3=2 ps=max{8,12+8} =20

Ya=2 pas =max{20,10+8} =20

¥5=2 ps =max{20,7+8} =20

Y6=3 pe = max{20,5+20} =25

y7=5 p7 =max{25,6 +20} =26

Y8=6 ps = max{26,10 + 25} =35

Optimalna skupna profitabilnost je torej p* = pg = 35, dobimo pa jo tako, da
sledimo izbranim vrednostim (zgoraj so pod¢rtane). Na xg postavimo plakat;
ker je yg = 6, ugotovimo, da na xg postavimo plakat; ker je ys = 3, ugotovimo,
da na x3 postavimo plakat; ker je y3 = 2, ugotovimo, da na x, ne postavimo
plakata in ga postavimo na x;. Izbrane lokacije so torej x;, x3, xs in xg.

Ker je (x;)" . narasS¢ajoCe zaporedje, opazimo, da lahko vrednosti y; racu-
i=1

namo tako, da povecujemo predhodni indeks, dokler ga $e lahko. Ker vred-
nost y; potrebujemo le Se v (i + 1)-tem koraku, bomo hranili samo trenutno
vrednost y. Poleg p; (1 < i < n) bomo racunali §e vrednosti

. { Vi Ce izberemo postavitev plakata na i-to mesto, in )
Ji= er

i—1 sicer;

TRUE Ceizberemo postavitev plakata na i-to mesto, in
FALSE sicer.

Iz teh vrednosti bomo lahko rekonstruirali optimalno postavitev plakatov.

ZapiSimo algoritem, ki vrne optimalno skupno profitabilnost ter seznam
lokacij, kamor naj postavimo plakate.
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function PLAKATI((x)}" |, (V)] |, d)
po—0
y<0
S — prazen seznam
fori=1,...,ndo

while x,,) <x; —d do izraCunamo y;
y—y+l1
end while
Pi» Ji» bi — max{(p;-1,i—1,FALSE), (v; + py,», TRUE)}) rekurzivna enacba
end for
P — prazen seznam
i—n
while i >0 do rekonstruiramo resitev
if b; then
Pappend(x;) postavimo plakat na mesto x;
end if
i—Ji
end while
Preverse() obrnemo, da bo seznam narascajo¢
return (py, P) vrnemo profitabilnost in lokacije

end function

Opazimo, da obe zunanji zanki naredita O(n) korakov. Najve¢ toliko korakov
naredimo tudi v notranji zanki while, saj vrednost y samo povecujemo, ta pa
nikdar ne preseze n. Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n).

Naloga 4.2.

(a)

(b)

Naj bosta I; in ¢; optimalna izbira predmetov ter njihova skupna vrednost,
¢e imamo nahrbtnik z nosilnostjo j kilogramov. Dolo¢imo zacetni pogoj in
rekurzivno enacbo.

(co, o) = (0, @)
(¢, 1)) = max ({(cj-1, Li-DYU{(Cjmg, + Vi - WU [ 1< i<ty < i € Tj-g,})

Vrednosti ¢; in Ij raCunamo nara$cajoce po indeksu j (1 < j < M). Optimalno
skupno vrednost dobimo kot c¢* = c);, optimalno izbiro predmetov pa kot
I* = Iy.

Potek algoritma je prikazan v tabeli 17. V vsaki vrstici je podc¢rtana vrednost
pri tistem predmetu, ki ga dodamo v ustreznem koraku. Ce nobena vred-
nost ni pod¢rtana, do izbolj$ave ni prislo in zato uporabimo predhodno
reSitev. Preberemo lahko, da je optimalna izbira predmetov 3, 4 in 5 s skupno
vrednostjo 29.
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v; 9 9 8 11 10 15 3 12
t; 3 5 1 4 3 8 2 7

J| ¢ I; 1 2 3 4 5 6 7 8

0] 0 ]

1| 8 {3} 0+8

21 8 {3} 0+3

3|11 {3,7} 0+9 0+10 8+3

4|18 {3, 5} 8+9 0+11 8+10 8+3

5119 {3,4} 8+9 0+9 8+11 8+10

6 | 21 {3,57 | 11+9 8+9 8+11 11410 18+3

7127 {1,3,5} || 18+9 8+9 11+11 1943 0+12

8129 13,45/ | 19+9 11+9 18+11 19+10 0+15 8+12

Tabela 17: Potek reSevanja za nalogo 4.2(b).
Naloga 4.3.

(a) Najbo p;; cena minimalne vsote poti od a;; do a; . Dolo¢imo zacetni pogoj
in rekurzivne enacbe.

(b)

P11 =an
pij=a1jtpij-1
pi1 = ai1 + pi-1,1
pij = aij+min{p;_y j, p; j-1}

Vrednosti p; j racunamo v leksikografskem vrstnem redu indeksov (npr. naj-
prej naraScajoCe po i, nato pa nara$cajoCe po j). Minimalno vsoto poti
dobimo kot p* = pmn.

Vrednosti p;; (1 <i<m,1< j<n) zapiSimo v matriki skupaj z informacijo,

katero predhodno vrednost smo upostevali.

5
(pij)i,jzl =

131
1332
1 962

11499

1 2304

—804 <1038 <1141 <1159
—428 <770 <1735 11309
11231 11516 <1938 11420
11930 12013 12059 12376
12662 12537 12096 <2428

Vidimo lahko, da je optimalna pot (a1, az1, a2, az3, ass, Az, Aaa, Asa, Ass) Z

vsoto 2428.
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(c) Da bomo lahko rekonstruirali pot, bomo hranili $e vrednosti k; jz indeksi
predhodne lokacije.

kij=1,j-1 2=<j<n)

kin=(@G-1,1) 2<ism)
kij= (l‘_,l’]) C_epi_l’jspi’j_l'm 2<ism,2<j<n)
(i,j—1) sicer

Zapisimo algoritem, ki vine minimalno vsoto in pot, ki jo doseZe.
function MATRIXSUM((aij)TJiZI)
fori=1,...,mdo
forj=1,...,ndo
ifi=1Aj=1then rekurzivna enacba
s<0
elseif i = 1 then
S Pij-1
kij = (lr] -1)
else if j = 1 then
S Pi-1,j
kij =(i-1}))
else
(s, kij) —min{(p; j-1, G, j— 1), (pi-1,j, G =1, j)}
end if
pij=ajj+s
end for
end for
P — prazen seznam
(i, ) = (mn)

whilei>1v j>1do rekonstruiramo resitev
Pappend((i, j)) postavimo plakat na mesto x;
(i, J) < ki, j
end while
Pappend((1,1)) dodamo $e levi zgornji kot
Preverse() obrnemo, da dobimo pot v pravem vrstnem redu
return (p 5, P) vrnemo vsoto in pot
end function

Dvojna zanka for opravi mn korakov, zanka while pa opravi m + n—2 korakov.
Casovna zahtevnost algoritma je torej O(mn).

Naloga 4.4.

Naj b;; pove, ali je strnjen podniz a;a;+1 ... a;j-2a;— palindromski, torej, ali velja
Ajrk-1=aj-i zavsak k (1 < k < j—i). Ker so vsi podnizi dolZin 0 in 1 palindrom-
ski, lahko dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivno enacbo.
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b; ;=T l<isn+1)
biiq1=T (l1<si<n)

bl‘,ijiH_]‘_l/\(ai:aj_l) (I=si<j—-1=n

Vrednosti b; j raCunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j — i, i). Dol-
Zino p* najdaljSega palindromskega strnjenega podniza dobimo kot najvecjo
razliko indeksov, za katere je b; j resnicen, torej

*

p*=max{j—i|l<i<sj<n+1A b;}.

Hkrati lahko seveda dobimo tudi zacetek in konec najdaljSega palindromskega
strnjenega podniza.

ZapiSimo algoritem, ki vrne dolZino najdaljSega palindromskega strnjenega
podniza a;a;y1 ...aj-2a;j-1 skupaj zindeksoma i in j. Vrednost p* ter pripada-
joca indeksa bomo racunali sproti.

function PALINDROM((a;)7._,)

if n =0 then Ce je niz prazen, imamo podniz dolZine 0
return (0,1,1)

end if

(p*,i*j—Q,nn+1) podniz dolzine 1

fori=1,...,ndo zacetni pogoji
b;i — TRUE
b; ;+1 — TRUE

end for

bpi1,n+1 — TRUE

forh=2,...,ndo rekurzivna enacba

fori=1,...,n—h+1do
biirn— biv1,ivn-1 N (@i = Gjyp_1)

if b; ;+p, then Ce najdemo palindrom, posodobimo izhod
(p*,i*,j*) < (hi,i+h)
end if
end for
end for
return (p*,i*, j*) vrnemo dolZino in meje

end function

V prvi zanki for naredimo n korakov, v dvojni zanki pa

n n-1 _
Y (n—h+1)= Zj=w=0(n2)
h=2 j=1

korakov. Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n?).
Problem je mogoce reSevati tudi v linearnem ¢asu z Manacherjevim algorit-
mom.
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Naloga 4.5.

(a)

(b)

Naj bo ppix najvecja vsota komponent strnjene podmatrike z vrsticami od
h-te do i-te vrstice matrike A, katere zadnji stolpec je k-ti stolpec matrike
A. Poleg tega naj bo s;; vsota prvih i komponent v j-tem stolpcu matrike A.
Doloc¢imo zacetne pogoije in rekurzivne enacbe.

S0j =0 (I=sj=n)
Sij=aij+Si-1,j (I=si=m,1=j<=<n)
Phio =0 (l<h<i<sm)
Phik = Sik — Sh-1,k + max{0, pp i x—1} (lsh<ism,1<k<n

Najprej za vsak j (1 < j < n) izraCunamo vrednosti s;; narascajoce po in-
deksu i, nato pa za vsaka hin i (1 < h < i < m) izracunamo vrednosti
Phrix haras€ajoce po indeksu k. Najvecjo vsoto komponent dobimo kot
p* =max{ppix|1sh<i<m, 0<k<n}.

Najprej poraCunajmo vrednosti s;;.

1 -1 2 4
~2 -3 10 6

Y=
Sidij=1=|5 -1 8 10
4 -6 7 8

Sedaj poracunajmo $e vrednosti pp;.

Phik k

h i 2 3 4
1 1] 1 0 2 6
1 2|-2 -3 10 16
1 3|-5 -1 8 18
1 4/-4 -6 7 15
2 2|-3 -2 8 10
2 3|/-6 0 6 12
2 4/-5 -5 5 9
3 3|-3 2 0 4
3 4|-2 -2 -3 2
4 411 -4 -1 -2

Opazimo, da je najvecja vsota komponent enaka p* = p134 = 18. Indeks j
prvega stolpca iskane podmatrike je najmanjsa taka vrednost, da za vse ¢
(j =2 < k) velja p13¢ > 0. Vnasem primeru je torej j = 3 —iskana podmatrika
je torej

2 4
Ay.33.4=| 8 2].
-2 4
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(c) ZapiSimo algoritem, ki bo vrnil najvecjo vsoto komponent strnjene podma-
trike skupaj s paroma, ki dolocata prvo in zadnjo vrstico oziroma stolpec.

function MAXSTRN]ENAPODMATRIKA((aij)21]121)
for j=1,...,ndo racunanje s;
Soj <0 zacCetni pogoj
fori=1,...,mdo
Sij—@ij+Si-1,j rekurzivna enacba
end for
end for
p*, h*,i*, j*, k*—0,0,0,0,0 nicelna resitev
forh=1,...,ndo racunanje pp;x
fori=nh,...,ndo
Phio — 0 zacetni pogoj
j—1 vsoto zacenjamo s prvim stolpcem
fork=1,...,mdo
Phik < Sik — Sh-1,x + max{0, pp; k-1} rekurzivna enacba
if ppir > p* then preverimo, ali imamo boljSo resitev
prR i K prik i,k
elseif pj;; <0 then e je vsota negativna,
j—k+1 bomo naslednjo vsoto zaceli v naslednjem stolpcu
end if
end for
end for
end for
return p*, (h*,i*),(j*, k%)
end function

Za racunanje s; j potrebujemo O(mn) korakov, za racunanje py;r pa O(mn?)
korakov. Skupna ¢asovna zahtevnost algoritma je torej O(mn?). Opazimo, da
se v primeru, ko velja n > m, matriko A izplaca transponirati, saj tako dobimo
¢asovno zahtevnost O(m?n).

Naloga 4.6.

(@) Najbo p; Stevilo kovancey, ki jih potrebujemo za izplacilo vsote j. DoloCimo
zacetni pogoj in rekurzivne enacbe.

po=0
pj=1l+min{p;_, |1si<nv;<j} (Q=j=sC)

Vrednosti p; (0 < j < C) racunamo nara$cajoCe po indeksu j. Najmanjse
Stevilo kovancev dobimo s p* = p¢.

243



pPo=0

p1 =1+ min{0} =1
p2 =1+ min{l,0} =1
p3 =1+ min{l, 1} =2
pa=1+min{2,1} =2

ps=1+min{2,2,0} =1
pe=1+min{l,2,1} =2
p7=1+min{2,1,1,0} =1
ps =1+min{l,2,2,1} =2
p9=1+min{2,1,2,1} =2

(b) IzraCunajmo vrednosti p; pri danih podatkih.

p13=1+min{2,3,2,2} =3
p1a=1+min{3,3,2,1} =2
p15 =1+min{2,3,2,2} =3
p1s = 1+min{3,2,3,2} =3
p17 =1+min{3,3,2,2} =3
p1s=1+min{3,3,3,3} =4
p19 =1+min{4,3,2,2} =3
p20=1+min{3,4,3,3} =4
p21 =1+min{4,3,3,2} =3
p22 =1+min{3,4,3,3} =4

p1o=1+min{2,2,1,2} =2
p11 =1+min{2,2,2,2} =3
p12 =1+min{3,2,1,1} =2

p23 =1+min{4,3,4,3} =4
p24 =1+min{4,4,3,3} =4
p2s =1+min{4,4,4,4} =5

Za izplacilo vrednosti 25 torej potrebujemo vsaj 5 kovancev. 1z zgornjega
izracuna lahko izplacilo rekosntruiramo tako, da uporabimo tak kovanec, da
je za izplacilo preostanka potrebnih najmanj kovancev. Opazimo, da lahko
vsoto 25 s petimi kovanci izplacamo na tri razlicne nacine:

25=1-1+2-5+2-7=2-2+3-7=5-5.

Naloga 4.7.
Naj bo p; najvecja koli¢ina denarja, ki jo lahko tat pridobi, ¢e oropa i-to hiSo.
Dolo¢imo zacetna pogoja in rekurzivne enacbe.

po =0, p1=¢

pi =max{p;_1, pi-2 + Ci} 2=i=<n)

Vrednosti p; (0 < i < n) racunamo narascajoce po indeksu n. Najvecjo koli¢ino
denarja dobimo s p* = p,. Da pois€emo, katere hiSe se tatu izplaca oropati,
pregledamo vrednosti p; v padajocem vistnem redu (n = i = 1): Ce velja p; > pi-1,
naj i-to hiso oropa in pregled nadaljujemo pri p;_», sicer pa naj i-te hiSe ne oropa
in pregled nadaljujemo pri p;-;.

Naloga 4.8.

(@) Najbo xp =0in x,+1 = ¢, ter naj bo p;; cena rezanja dela hloda od x; do x;1.
Doloc¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.
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pii =0 (0O<i<n)
p,-j:xj+1—xi+min{p,-h+ph+1,j|ish<j} 0=<i<j=n)

Vrednosti p;j (0 < i < j < n) raCunamo v leksikografskem vrstnem redu glede
na (j — i, ). NajmanjS$o ceno rezanja dobimo kot p* = pg;,.

Za izracun spremenljivke p;; potrebujemo j — i korakov. Skupno Stevilo
korakov algoritma je torej

n n

e B (m-)n-i+])
PIDNIEDEDIDWEDIELE et
i=0j=0 i=0

i=0j=i

Li(i+1) nn+)(n+2) 4
lgo = 5 =0(n°).

(b) IzraCunajmo vrednosti p;; (0<i<j<n).

po1 = 5—0+min{0+ 0} =5
p12 = 7—3+min{0+ 0} =4
p23 = 8 -5+ min{0+ 0} =3
p34 =10 -7+ min{0 + 0} =3
poz = 7—0+min{0+4,5+0} =11
p13= 8-3+min{0+3,4+0} =8
p24=10-5+min{0+3,3+0} =8
pPo3 = 8-0+min{0+8,5+3,11+0} =16
p12a=10-3+min{0+8,4+3,8+0} =14

Poa =10—0+min{0+14,5+8,11+3,16+ 0} =23

Najmanj$a cena rezanja je torej 23, doseZemo pa jo tako, da najprej razrezemo
na mestu xp = 5, nato pa en del §e na mestu x; = 3, drugi del pa $e na mestih
X3 =7 in x4 = 8 (pri slednjih dveh vrstni red ni pomemben).

Naloga 4.9.
Naj bo z;; najvecji zasluzek, ki ga lahko imamo, Ce i zabojev razporedimo v prvih
j trgovin. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

Zi1 = Pi1 O<i<=m)

zij:max{zh,j_1+pi_h,j|Oshsi} 0<i<m,2<j<n)

Vrednosti z;; racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j, i). Najvecji
skupni zasluzek dobimo kot z* = z,.

245



(@) Izracunajmo vrednosti z; j O=sis=sm,2<j<=n).

Zp2=0+0 =0
Z12 =max{0+6,5+0} =6
zop =max{0+11,5+6,9+0} =11
z32 =max{0+15,5+11,9+6,14 + 0} =16
z42 =max{0+19,5+15,9+11,14+6,17 + 0} =20
z52 =max{0+22,5+19,9+15,14+11,17+6,21+0} =25
Z203=0+0 =0
z13 =max{0+4,6+0} =6
Zp3 =max{0+9,6+4,11+0} =11
z33 =max{0+13,6+9,11+4,16 + 0} =16
z43 =max{0+18,6+13,11+9,16+4,20 + 0} =20

z53 =max{0+20,6+18,11+13,16+9,20+4,25+0} =25

Najvecji zasluzek je torej z* = z53 = 25. Poi§€imo Se optimalno razporeditev

zabojev.
253 = 232 + P23 2 zaboja v tretjo trgovino
Z32 =211+ P22 2 zaboja v drugo trgovino
Z11 = p11 1 zaboj v prvo trgovino

Druga optimalna razporeditev je, da gredo 3 zaboji v prvo trgovino, 2 v drugo
trgovino in noben v tretjo.

(b) Dabomo lahko rekonstruirali resitev, bomo hranili $e vrednosti k;; (0<i < m,
2 < j < n), tako da bo veljalo z;; = Zk;j,j-1F Pi-kij,j-
function JAGODE((pi)]i2, )
fori=0,...,mdo
Z2il < Pi1
kii <0
end for
for j=2,...,ndo
fori=0,...,mdo
Zij, kij — max{(zh,j_l +Pi-n,j h) | O0<hs<s i}
end for
end for
resitev — tabela z n polji
j—m
fori=n,...,1do
resitevli] — j—k;;
J—kij
end for
return (z,,,, resitev)
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end function

Algoritem tece v &asu O(m?n).

Naloga 4.10.

Naj bodo m(x), f>(x) in f3(x) zacetni trzni deleZ oziroma deleZa, ohranjena po
drugi in tretji fazi, ob vlozku x milijonov evrov v posamezno fazo. Uporabili bomo
sledece rekurzivne enacbe.

p3(x) = f3(x)
p2(x) =max{fa(x-y)p3(y) |0 y < x}
p1(x) = max{m(x—y)p2(y) | 0= y < x}

Optimalni trzni delez (v milijonih evrov) pri vlozku 4 M€ bomo dobili kot p* =
p1(4).

(a)

(b)

Najprej izracunajmo p,(x) za x € {0, 1,2, 3}. Ker je m(0) = 0, nas namreC p»(4)
ne zanima.

p2(0)=0.2-0.3 =0.06
p2(1) = max{0.4-0.3,0.2-0.5} =0.12
p2(2) = max{0.5-0.3,0.4-0.5,0.2-0.6} =0.2

p2(3) = max{0.6-0.3,0.5-0.5,0.4-0.6,0.2-0.7} = 0.25
Izracunajmo Se p* = p1(4).
p1(4) = max{50-0.06,40-0.12,30-0.2,20-0.25} =6

Optimalni kon¢ni trzni deleZ 6% torej doseZemo tako, da v prvo vazo vloZimo
2M<€, vvsako od naslednjih dveh faz pa po 1M<.

Najprej izracunajmo pz(x) za0 < x < 4.
p2(x) =max{(0.4+0.1x—0.1y)(0.6 +0.07y) | 0 < y < x}
=max{-0.007y* + (0.007x - 0.032)y +0.06x+0.24 | 0 < y < x}
Odvajajmo zgornji izraz po y, da pois§¢emo maksimum na intervalu [0, x].

0=-0.014y +0.007x —0.032
1 16

= —x—-—
Y=3%7

Za x €[0,32/7) je ta vrednost manj$a od 0 — ker imamo kvadraten polinom z
negativnim vodilnim ¢lenom, je maksimum torej doseZen pri y = 0. Ker je
4 < 32/7, torej velja

p2(x) =0.06x+0.24 (0=x<4)
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—1j., vtretjo fazo se nam ne izplaca vlagati. Sedaj izracunajmo Se p* = p;(4).

p1(4) =max{(4—2z)(6+2)(0.06z+0.24) |0 < z < 4}
=max{-0.06z" — 0.362% +0.96z +5.76 | 0 < z < 4}

Poglejmo, kje ima zgornji izraz maksimum na intervalu [0, 4].

0=-0.182°>-0.722+0.96

_-12+4V21
“= 6
Ker imamo kubicen polinom z negativnim vodilnim ¢lenom, je maksimum
dosezen pri vedji od zgornjih resitev, torej z = 1.055. Optimalni trzni delez
je tako p* = 6.302, dobimo pa ga tako, da 1.055 M€ vloZimo v drugo fazo,
preostanek pa v prvo fazo.

Naloga 4.11.

(a) Najbo p;; najvecje Stevilo metov za dolocitev nadstropja, ce moramo dolociti
izmed i nadstropij in imamo na voljo j lon¢kov. Dolo¢imo zacetne pogoje in
rekurzivne enacbe.

poj =0 I=sj=<k)
pi1=1 0<i=<n)

pij = 1+min{max{ph_1,j_1,p,~_hyj} | l1<sh< l} (1<i<n, ZSjS k)

Vrednosti p;; (1 <i < n, 2 < j < k) ratunamo v leksikografskem vrstnem
redu indeksov. Najvecje Stevilo metov pri optimalni strategiji dobimo kot

pP* = Pk

(b) Da bomo lahko rekonstruirali strategijo, bomo hranili Se vrednosti r;; (1 <
i<n,2<j<k),kinam povedo, iz katerega od i-tih nadstropij, med katerimi
dolo¢amo, naj vrzemo loncek, e imamo na voljo Se j lonckov. Velja torej

pij =l+max{py,;-1,j-1,Pi-r;,j} (QA=sis=n 2<j<k.

Sedaj lahko zapiSemo algoritem za dolo€anje optimalne strategije metanja.
function LONCKI(n, k)
forj=1,...,kdo

poj — 0 robni pogoji za 0 nadstropij
end for
fori=1,...,ndo
pi1—1 robni pogoji za 1 loncek
rip—1 ¢e imamo samo 1 loncek, ga vrZemo iz najnizZjega nadstropja
forj=2,...,kdo rekurzivna enacba

pij,Tij —min{(1+max{pp-1,j-1, pi-n,jh W) | 1< h < i}
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end for

end for
function STRATEGUJA(E, j, h) pomozna funkcija za izracun strategije
if j =0 then ¢e smo ostali brez lonckov,
return [/] potem se ne razbijejo do h-tega nadstropja
end if
¢ — prazen seznam
while i >0 do dodamo nadstropje za naslednji met in strategijo,
¢.append((h +r;j, STRATEGUA(r;; — 1, j — 1, h))) Ce se razbije
h—h+r;j Ce se ne razbije, nadaljujemo z vi§jimi nadstropji
L—=1-Tjj
end while
¢.append(h) ¢e do konca ostane cel, imamo najvisje nadstropje
return ¢
end function
return (p,x, STRATEGIJA(n, k, 0))
end function

Funkcija LONCKI poleg najvecjega potrebnega Stevila metov vrne $e strategijo
metanja. Ta je podana kot seznam parov, kjer prvi element pove nadstropije,
iz katerega naj vrzemo loncek, drugi element pa nadaljnjo strategijo, ¢e se lon-
¢ek razbije. Ce loncek prezivi padec, nadaljujemo z naslednjim elementom
seznama. Zadnji element seznama je Stevilka najvisjega nadstropija, iz kate-
rega lahko vrZzemo loncek, da se ta ne razbije, Ce je ta preZivel vse predhodne
mete v seznamu.

Algoritem najprej izracuna vrednosti spremenljivk z rekurzivnimi ena¢bami,
pri cemer naredi O(nk) korakov. Strategijo potem sestavi z rekurzivnimi klici
funkcije STRATEGIJA. Ce bi strategijo zapisali kot drevo, bi opazili, da ima to
drevo natanko n+ 1 listov (enega za vsak moZen rezultat), saj vsak met razdeli
mnozico moznih rezultatov na dva dela. Velikost strategije je torej O(n), tak-
$na pa je tudi casovna zahtevnost njenega sestavljanja, saj v vsakem obhodu
zanke while dodamo en element. Skupna ¢asovna zahtevnost algoritma je
torej O(nk).

Naloga 4.12.
Naj bo r;; najvecja priCakovana porast v prodaji, e prvim j regijam dodelimo i
trgovskih potnikov. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

i1 = pi1 1=<si<4)
rij=max{ry j_1+pi-n;|1<h<i} (2<i<3,i<j<i+3)

Vrednosti r;j raCunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j, i). Najvecji
pric¢akovani porast dobimo kot r* = rg3.
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Izracunajmo vrednosti rij 2=i=<3,isj=<i+3).

ro2 =35+21 =56
r32 = max{35+42,48 + 21} =77
r42 = max{35+ 56,48 + 42,70 + 21} =91
s = max{35+70,48 + 56,70+ 42,89+ 21} =112
r33 =56 +28 =84
r43 = max{56 + 41,77 + 28} =105
rs3 = max{56 + 63,77 +41,91 + 28} =119

re3 = max{56 + 75,77 + 63,91 + 41,112 + 28} = 140

Najvedji pricakovani porast je torej r* = rg3 = 140. Pois§¢imo $e optimalno razpo-
reditev trgovskih potnikov.

63 = I'32 + P33 3 trgovski potniki v tretjo regijo
Isp =111+ P22 2 trgovska potnika v drugo regijo
ri=pn 1 trgovski potnik v prvo regijo

Druga optimalna razporeditev je, da razporedimo 3 trgovske potnike v prvo regijo,
2 vdrugo regijo in 1 v tretjo regijo.

Naloga 4.13.
Nelinearni program bomo resili s pomocjo sledecih rekurzivnih enacb.

p2(x) =2x
2 x
p1(x) = max{Zy +p2(x—2Y) ’ O=sy=s 5}
ps(x) =max{pi(x-2) +4z-2*| 0=z < x}
Optimalno vrednost ciljne funkcije bomo dobili kot p* = p3(4).
Najprej izracunajmo p; (x), kjerje0 < x < 4.

p1(x) :max{2y2+2x—4y’05ysg}

Zgornji izraz je kvadraten polinom v y s pozitivhim vodilnim ¢lenom, ki tako

maksimum doseZe na eni izmed robnih tock, torej z vrednostjo 2x ali x; Ker za
vse x <4 velja2x = %2, imamo torej p; (x) = 2x zavse x € [0,4]. V optimalni re§itvi
nelinearnega programa bo torej veljalo x; = 0.

Sedaj izracunajmo e p* = p3(4).

p3(4):max{2(4—z)+4z—z2|05zs4}

Zgornji izraz je kvadraten polinom v z z negativnim vodilnim ¢lenom. Da poi$ce-
mo maksimum, poglejmo, kje ima njegov odvod vrednost 0.
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0=2-2z

z=1

Optimalna resitev nelinearnega programa je torej x; =0, x, = 3, x3 = 1, vrednost
ciljne funkcije pa je tedaj enaka p* =9.

Naloga 4.14.

Naj bo p;(x) najvecja verjetnost, da bo igralec na sreco na koncu imel natanko
100€, e bo v i-to igro vstopil z x evri. Opazimo, da Ce tretjo igro za¢ne z manj kot
50€, je ne bo mogel koncati s 100€. Ce ima x evrov, kjer je 50 < x < 100, potem bo
stavil 100 — x evrov in upal na zmago; pri x > 100 pa bo stavil x — 100 evrov in upal
na poraz. Ce ima natanko 100€, potem ne bo stavil in si tako zagotovil, da bo
tudi na koncu imel natanko 100€. Doloc¢imo torej zaCetne pogoje in rekurzivne
enacbe.

0 0<x<50
. 3 50=x<100
X) =
ps 1 x=100
1
3 x>100
X—=y)+p3lx+
pg(x)zmax{p3( y)ng( y) OSny}
X=y)+p2(x+
P1(x)=max{p2( y)zpz( Y) Osysx}
Maksimalno verjetnost dobimo kot p* = p;(75).
Izracunajmo sedaj p»(x) in p* = p1(75).
0+0 0<x<25
1
max{0+0,0+ 1} 255X<50 (0 0or<os
1 1 1 —_
max{} +1,0+1,0+1} x=50 L 25=x<50
” 1<max{%+%,0+%,0+1,0+%} 50<x<75 |1 50<x<75
2(X) = — =
P max{}+1,1+1,0+1} x=75 3 75<x<100
max{%+%,%+l,%+%,0+%} 75 < x <100 i x =100
max{l+1,1+3,0+1 x =100 1 x=100
max{}+3,1+1,3+5,0+1} x>100
331 31 1 3 3 3
p1(75) = —max{-+-,-+—-,-+1,-+-,0+ - =
4 4’2 4’2 T4 4 4 4
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Maksimalna verjetnost je torej p* = %. Pois¢imo strategijo, pri kateri jo dobimo.

p2(75—0) + p2(75+0)

p1(75) = 5 v prvi igri ne stavimo
75—25) + 75425
p2(75) = ps( ) 5 Ps( ) v drugi igri stavimo 25€
1
p3(50) = 3 Ce izgubimo, v tretji stavimo 50€
p3(100) =1 Ce zmagamo, v tretji ne stavimo

Pri drugi optimalni strategiji v prvi igri stavimo 25€, v drugi igri pa ne glede na
izid prve igre ne stavimo. V tretji igri potem ravnamo enako kot v zgornji strategiji.

Naloga 4.15.
Naj bo p;; najvecji dobicek, ki ga lahko iztrZimo z rezanjem kosa blaga dimenzij
ixj(l<i=m,1<j<n).Dolo¢imo rekurzivne enacbe.

pij=max ({cy|1<h<kAl(apbp) €, ), (j, )N}
U{pej+picej|1s0=il2}
U{pic+pij-¢ |1=e<j2buio})

Prva mnoZica tukaj obravnava primere, ko imamo kos blaga Zelene velikosti,
naslednji dve pa obravnavata vodoravne oziroma navpicne reze. Zadnja mnozica
poskrbi, da je vrednost p;; definirana tudi v primeru, ko nam kos blaga velikosti
1 x 1 ne prinese dobicka.

Vrednosti p; j racunamo v leksikografskem vrstnem redu indeksov (npr. naj-
prej narascajoce po i, nato pa narascajoce po j). Maksimalni dobi¢ek dobimo
kot p* = pmn-

Naloga 4.16.
Algoritem, ki izhaja iz rekurzivnih enacb, ima ¢asovno zahtevnost O(mn(m +
n+ k)). Z ustrezno podatkovno strukturo (zgo$€ena tabela) je mogoce ¢asovno
zahtevnost izboljsati na O(mn(m + n) + k).

IzraCunajmo vrednosti p;; (1 <i < m,1 < j < n) po rekurzivnih enacbah
iz resitve naloge 4.15. Pri tem upoStevamo, da velja p;j = pj;, tako da bomo
izracunali samo primere z i = j.

p11 = max{0} =0
p21 = max{0+ 0,0} =0
p22 =max{6,0+0,0} =6 izdelek 1
p31 =max{3,0+0,0} =3 izdelek 2
p32 =max{7,0+6,3+3,0} =7 izdelek 4
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p33 = max{3 + 7,0}

pa1 =max{5,0+3,0+0,0}

pa2 =max{0+7,6+6,5+5,0}
p43 =max{3+10,7+7,5+12,0}
ps1 =max{0+5,0+3,0}

ps2 =max{0+12,6+7,5+5,0}
ps3 =max{3+17,7+10,5+ 13,0}

Maksimalni dobicek je torej p* = ps3 = 20,

razreznal x3in2x3
izdelek 3

razrezna2x3in2 x2

=10
=5

=12
=17
=5

=13
=20

razrezna4x1in4 x2
razreznalxlin4x1
razrezna2x2in3 x2

razreznal x3in4x3

doseZemo pa ga tako, da iz prvotnega

kosa blaga dimenzij 5 x 3 odreZzemo kos dimenzij 1 x 3 za izdelek s ceno 3, nato
od preostanka dimenzij 4 x 3 odreZemo kos dimenzij 4 x 1 za izdelek s ceno 5,
nazadnje pa preostanek dimenzij 4 x 2 razreZemo na dva kosa dimenzij 2 x 2 za

izdelka s ceno 6.

Naloga 4.17.

(a) Najbo x; najvecji produkt strnjenega podzaporedja, ki se konca pri tevilu a;,
in y; najmanjsi tak produkt. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

X1=)y1=4ai

X; =max{a;, a;xi-1,a;yi-

yi=min{a;,a;x;_1,a;yi-

2=i=sn)

1}
1}

2=i=n)

Vrednosti x; in y; racunamo narasc¢ajoce po indeksu i. Najvecji produkt
strnjenega podzaporedja dobimo kot x* = max{x; |1 <i < n}.

(b) ZaizraCun vrednosti x; in y; pri vsakem i potrebujemo konstantno ¢asa. Ker
naredimo 7 takih korakov, je casovna zahtevnost algoritma O(n).

(c) Izracunajmo vrednosti x; in y; (2 <i < 10).

X =max{—2,—-2-0.9,

¥2 =min{-2,-2-0.9,
x3 = max{—0.6,—0.6-
¥3 =min{-0.6,-0.6-

x4 = max{—0.5,—-0.5-

-2-0.9} =-1.8
-2-0.9} =-2
-1.8,-0.6--2} =1.2
-1.8,-0.6--2} =-0.6
1.2,-0.5--0.6} =0.3
1.2,-0.5--0.6} =-0.6

¥4 =min{-0.5,-0.5-

X5 =max{—2,-2-:0.3,
¥s =min{-2,-2-0.3,
X =max{5,5-1.2,5- -2}
Y6 =min{5,5-1.2,5- -2}
x7 =max{0.1,0.1-6,0.1--10}
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¥7 =min{0.1,0.1-6,0.1-—10} =-1

Xxg =max{3,3-0.6,3- -1} =3

¥g =min{3,3-0.6,3- -1} =-3

X9 =max{0.5,0.5-3,0.5- -3} =1.5

Y9 =min{0.5,0.5-3,0.5- -3} =-1.5
X190 = max{-3,-3-1.5,-3--1.5} =4.5
Y10 = min{-3,-3-1.5,-3--1.5} =-45

Najvecji produkt strnjenega zaporedja je torej x* =6 = ]'[?:2 a;.

Naloga 4.18.

Naj bosta p; in g; dolzini najdaljsih oscilirajo¢ih podzaporedij lihe oziroma sode
dolzine zaporedja celih $tevil a;, ay, ... a;, ki se konc¢ata z elementom a;. Dolo-
¢imo rekurzivne enacbe.

pi=l+max({g;|1<sj<i-1naj<a;}ui{0}) (l<i<n)
gi=max({l+pj|1sjsi-1na;>a;}ui0}) (l<i<n)

Vrednosti p; in g; ratunamo narascajoce glede na indeks i. Maksimalno dolzino
oscilirajo¢ega podzaporedja dobimo kot £* = max{p;, g; | 1 < i < n}. Algoritem,
ki sledi iz zgornjih enach, poisce resitev v casu O(n?).

Casovno zahtevnost je mogoce sicer nekoliko izbolj$ati. Opazimo namreg,
da v i-tem koraku is¢emo najvecji taki vrednosti g; in p; (j < i), za kateri je
vrednost a; manjSa oziroma vecja od trenutne vrednosti a;. Ce torej za vsako
mozno vrednost p; in g; hranimo najvec¢jo oziroma najmanj$o vrednost a;, pri
kateri je ta doseZena, lahko omejimo §tevilo korakov pri izracunu posamezne
vrednosti na dolzino najdaljSega oscilirajo¢ega podzaporedja.

function OSCILIRAJOCEPODZAPOREDJE((a;) ;)
r — prazen slovar najvecjih in najmanjsih koncev podzaporedij

r[-1] — oo pogoji za ustavitev iskanja
r[0] — —o0 prejSnjega €lena podzaporedja
rill —a zatetni pogoji
pr—=pr1—1
q*—q =0
fori=2,3,...,ndo
rli] — (=1)%-o00 zacetna vrednost za najvec¢jo mozno dolZino
h—qg* racunanje p;
while r[h] = a; do iskanje najvecjega q;
h—h-2 h ostane sod
end while
pi—h+1
if a; > r[p;] then posodobitev vrednosti za p;
ripil < a;
end if
if p; > p* then posodobitev najvecje lihe dolzine
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p* — pi

end if

h—p* ratunanje ¢q;

while r[h] < a; do iskanje najvecjega p;
h—h-2 h ostane lih

end while

gi—h+1

if a; < r(q;] then posodobitev vrednosti za g;
rlq;l — a;

end if

if g; > q* then posodobitev najvecje sode dolZzine
q* —qi

end if

end for

return max{p*, q*}
end function

Tak algoritem ima ¢asovno zahtevnost O(n¢*), kjer je £* dolzina najdaljSega
oscilirajo¢ega podzaporedja® (tj., vrnjena vrednost). Ce bi Zeleli poiskati $e samo
oscilirajoce podzaporedje, bi si morali tekom algoritma za vsako vrednost p; in
g; beleziti Se indeks predhodnega elementa v podzaporedju, za vsako vrednost
r[h] pa Se indeks j, za katerega velja a; = r[h] in p; = h oziroma ¢; = h.

Naloga 4.19.

(a) Zaizracun pricakovanega dobicka bomo definirali funkcije v;(z) (i =1,2,3).
ZapisSimo njihove definicije.

V12 =m +k1Z
vo(z) =max{vi(z—y)+m+ky|asy<z-a}

v3(2) =max{va(z—y)- (N3 +k3y) | as < y < z— a1 — ap}
Pricakovani dobicek dobimo tako, da izracunamo v3(m).
(b) Vstavimo podatke v zgornje formule.
v1(2)=3+1.5z

vo(2) =max{3+1.5(z—y) +4+2y|3<y<z-4}
=max{7+1.5z+0.5y|3<y=<z-4}
=5+2z (z=7)

v3(15) =max{(5+2(15-y))-(0.4+0.3y) | 2< y <8}
=max{-0.6y* +9.7y+14|2< y <8}

8Algoritmom, pri katerih je €asovna zahtevnost odvisna od izhoda, pravimo output-sensitive
algoritmi. V tem primeru velja ¢* = O(n), tako da tudi v najslab§em primeru zahtevnost algoritma
ne preseze o).
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Naj bo f(y) = —0.6y% + 9.7y + 14 — gre za kvadraten polinom z negativnim
vodilnim ¢lenom, tako da ima maksimum tam, kjer je odvod niceln.

0=f"(y)=-1.2y+9.7
y=9.7/1.2>8

Opazimo torej, da maksimum leZi desno od intervala [2, 8], kar pomeni, da ve-
lja v3(15) = f(8) = 53.6. Podjetje bo torej maksimiziralo pricakovani dobicek
na 53.8 milijonov evrov, ¢e dodeli 8 milijonov evrov marketingu, 3 milijone
evrov oblikovalcem in 4 milijone evrov razvijalcem.

Naloga 4.20.

(@) Naj bo g;; najvecja verjetnost, ki jo lahko doseZejo, da pridobijo podporo
prvih j strank, ¢e k njim posljejo i lobistov. Dolo¢imo zacetne pogoje in
rekurzivne enacbe.

qi1 = pi1 l<sism)

gij =max{qn,j-1pi-n;| 0= h<i} 2<j<n0<i<m)

Vrednosti g;; ratunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j, ). Naj-
vecjo verjetnost, da pridobijo podporo vseh n strank, dobimo kot g* = g,,-

(b) Ker velja po; =0 za vsak j, bo veljalo g;; =0 za vse i < j. Tako lahko v zgornji
rekurzivni enacbi upoStevamo le primere z j —1 < h < i — 1. IzraCunajmo
torej vrednosti g;2 (2<i<5)in g* = ges.

G2 =0.2-0.4 =0.08
¢32 = max{0.2-0.5,0.5 - 0.4} =0.2

(a2 =max{0.2-0.5,0.5-0.5,0.7 - 0.4} =0.28
52 =max{0.2-0.6,0.5-0.5,0.7-0.5,0.8-0.4}  =0.35

ge3 = max{0.08-0.9,0.2-0.8,0.28-0.4,0.35-0.3} = 0.16

Najvecja verjetnost je torej g* = gg3 = 0.16. PoiS¢imo Se optimalno razporedi-

tev lobistov.
qe3 = q32P33 3 lobisti k tretji stranki
432 = q21p12 1 lobist k drugi stranki
q21 = p21 2 lobista k prvi stranki
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Naloga 4.21.

(a) Najbosta p; in g; najvec;ji vsoti za ustrezne postavitve domin do i-tega polja,
pri cemer na i-tem polju dovolimo le del domine z znakom + oziroma — (tj.,
prepovemo — oziroma +, dovolimo pa, da i-to polje ni pokrito). Dolo¢imo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

pi =max{p;-1,qi-1, Pi-2 — Ai-1+ ai} 2=i=n

q; =max{p;_1,q4i-1,qi—2 + ai—1 — aj}

po=p1=0,
qo=q1=0, 2<i=sn)
Vrednosti p; in g; (0 < i < n) racunamo narasc¢ajoce po indeksu i. Najvecjo
vsoto dobimo kot p* = max{py,, g}

(b) Zaizracun vrednosti p; in g; pri vsakem i potrebujemo konstantno casa. Ker
naredimo 7 takih korakov, je ¢asovna zahtevnost algoritma O(n).

(c) Izracunajmo vrednosti p;in q; (2<1i<9).

p2 =max{0,0,0 -6+ 3} =0
p3 =max{0,3,0-3+(-4)} =3
pa=max{3,7,0-(-4)+2} =7
ps =max{7,7,3-2+(=-3)} =7
pe =max{7,12,7-(-3) +5} =15
p7=max{l15,12,7-5+9} =15
ps =max{l5,15,15-9+1} =15
p9 =max{l15,23,15-1+2} =23

g2 = max{0,0,0+6—3} =3
g3 =max{0,3,0+3+(-4)} =7
qs=max{3,7,3+(-4)-2} =7
gs =max{7,7,7+2—(-3)} =12
gs = max{7,12,7+(-3) -5} =12
q7; =max{l5,12,7+5-9} =15
gs = max{15,15,15+9—-1} =23
g9 = max{15,23,15+1-2} =23

Optimalno pokritje ima torej vsoto p* = max{pg, g9} = 23. Poglejmo, kam
moramo postaviti domine.

p*=po=qs=qe+a;—ag [+ -] na(7,8)
de=(gs=(q3+as—as [+ -] na(4,5)
gs=4q1+az—as [+-]na(2,3)

Postavitev je prikazana na sliki 86.

Naloga 4.22.

(a) Zapisimo definicijo funkcije q(x) za0 < x <4.

g(x) =max({0.15x} U {0.1 | x=1}U{0.35|x =2} U{0.5| x=3})

0.35 x=2 (Diskretnad.d.z.)

=40.5

x =3 (Diskretna d.d.z.)

0.15x sicer (Zvezna d.z.z.)
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(b)

(©

Slika 86: Optimalno pokritje za nalogo 4.21(c).

Naj bosta v; (x) in v»(x) najvecji pricakovani vrednosti naloZbenih strategij,
pri katerih imamo na voljo x milijonov evrov oziroma to koli¢ino v celoti
vloZimo v naloZbo in zavarovanje. Zapi§imo rekurzivni enacbi.

v2(x) = max{(x - y)(3+0.4¢(y)) | 0 < y < min{4, x}}
v1(x) =max{x—y+uve(y) |0 y<x}

Najprej izrazimo v, (x) glede na vrednost x (0 < x < 50).

v (x) = max({3.14(x—2) |x=2}u{3.2(x—-3)|x=3}uU

{(x—»(3+0.06y) | 0< y <min{4,x},y ¢ 1{2,3}})
Naj bo f(y) izraz v zadnjem oklepaju. Opazimo, da gre za kvadraten poli-
nom v y z negativnim vodilnim ¢lenom, tako da lahko s pomocjo odvajanja
pois¢emo njegov maksimum.

f(y) =-0.06y* + (0.06x —3)y + 3x

f'(3»=-0.12y +0.06x -3 =0

y=x/2-25<0

Opazimo, da je maksimum vedno doseZen za vrednost y, ki ni ve¢ja od spod-
nje meje ustreznega intervala, tako da je znotraj njega maksimum dosezZen

pri y =0inzna$a f(0) = 3x —tj., premije ne placamo. S primerjavo vseh treh
izrazov tako dobimo

) 3x 0 < x = 314/7 (brez zavarovanja)
v (x) =
? 3.14(x-2) 314/7 < x =50 (Diskretna d.d.z. s premijo 2 mio evrov)

Optimalno strategijo vlaganja sedaj dobimo tako, da izracunamo v, (50).

v1(50) = max({50+2y |0 < y <314/7} U
{43.72+2.14y | 314/7 < x < 50})

Ker oba izraza narascata z y, zadostuje preveriti njuni vrednosti pri zgornji
meji ustreznega intervala. Tako opazimo, da najvecjo vrednost dobimo pri
y = 50. Optimalna strategija vlaganja je torej taka, pri kateri vlagatelj 48 milijo-
nov evrov vlozi v nalozbo, 2 milijona evrov porabi za premijo pri zavarovalnici
Diskretna d.d.z., zase pa ne obdrZi nicesar. Pricakovana vrednost naloZbene
strategije je tako v* = v;(50) = 150.72 milijonov evrov.
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Naloga 4.23.

(a)

(b)

(©

Naj bo v; najniZja cena izgradnje pocivali§¢ na odseku od zacetka avtoce-
ste do lokacije x;, ¢e zadnje pocivali§ce zgradimo na tej lokaciji. ZapiSimo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

Vy=x9=0
vi=ci+min({v;|0sj<i-1,x;—x;<K}ufoo}) (I1<is<n)

Vrednosti v; racunamo nara$cajoce po indeksu i. NajniZjo ceno izgradnje
pocivalis¢ na celotnem odseku dobimo kot

v*=min({v;|0<j<snM-x;<K}u{od}).
Ce velja v* = oo, potem izgradnja pocivalis¢ pod danimi pogoji ni mogoca.

V algoritmu izracunamo n vrednosti v;, pri cemer pri vsaki obravnavamo
najve¢ n moznosti; prav tako obravnavamo najve¢ n moZnosti pri racunanju
v*. Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n?).

Izracunajmo vrednosti v; (1 < i < 8). Ker se lokacije zaporednih pocivali§¢
razlikujejo za manj kot K, prav tako pa sta prva in zadnja moZna lokacija
oddaljeni manj kot K od zacetka oziroma konca odseka, bodo vse vrednosti
v; konc¢ne, enako pa velja tudi za v*.

x1=5 v = 18+ min{0} =18
Xo =12 v2 =11+ min{0,18} =11
x3=22  v3=21+min{0,18,11} =21
X4 =34 v4 =16+ min{18,11,21} =27
X5 =49 Us =23 + min{21,27} =44
Xg =65 Vg = 15+ min{44} =59
x7 =83 v7 =19+ min{59} =78
xg =91 vg = 13 + min{59, 78} =72
Ker sta samo zadnji dve lokaciji oddaljeni manj kot K od konca odseka, je

najmanj$a cena izgradnje pocivali$¢ enaka v* = min{78,72} = 72. Rekonstru-
irajmo $e optimalno postavitev.

V' =vg=cg+ g pocivali§¢e na xg = 91
Vg =Cg+ Us pocivalice na xg = 65
Us =C5+ U3 pocivaliCe na x5 = 49
V3 =cC3+ 1 pocivalisCe na x3 = 22
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Naloga 4.24.

Opazimo, da za izracun vrednosti ¢;; potrebujemo samo take vrednosti ¢; j, za
katere velja i + j = i’ + j' (mod 2). V primeru m = 1 tako za izracun c; ; potre-
bujemo le ¢ j-1,¢2,j-1,o,j+1, V primeru n = 1 pa za izracun c;; potrebujemo le
Ci-1,0,Ci+1,0, Ci-1,2-

V primeru, ko velja m,n = 2, bo potrebno poznati vse vrednosti ¢p; (0 <
j=n+l, j=m+n (mod?2), co0=<i=<m+l,i=m+n (mod?2), cpi1,j
(l=sjsn-1,j+1=n (mod2)incy4,; 1<si<n-1,i+1=m (mod 2)). Ker
pa v podani rekurzivni zvezi pride do zanke (npr. za izracun c;; potrebujemo
Ci+1,j-1, za izracun slednje vrednosti pa spet potrebujemo c;;), morajo na teh
zacetnih vrednostih veljati dolocCeni pogoji, da bo resitev sploh obstajala in da bo
enoli¢no doloc¢ena.

Naloga 4.25.

Ker je zasluzek premo sorazmeren ¢asu najema, bomo tukaj optimizirali skupen
¢as najema dvorane. Ce Zelimo iz ¢asa (predpostavimo, da je podan v minutah)
izracunati zasluzek, ga lahko pomnoZzimo s 5€.

(a) Postopek ni optimalen, saj lahko najdemo protiprimer, kjer opisani postopek
ne da optimalne resitve. Denimo, da imamo ponudbe (0,2),(1,6),(5,7) —
opisani postopek izbere prvi in zadnji interval s skupnim trajanjem 4, medtem
ko je optimalna resitev izbira drugega intervala s trajanjem 5.

(b) Ce je I = (z;, ky) zadnji interval v optimalni izbiri OPT, potem so kandidati
za predzadnji interval vsi intervali oblike (z;, k;), kjer je k; < z;. Tako naj
bo x; najvecji ¢as najema dvorane, Ce je zadnji uporabljeni interval (z;, k;).
Brez §kode za splosnost lahko predpostavimo, da za vsak i (1 < i < n) velja
0 < z; < k; ter da so intervali (z;, k;) urejeni narascajoce po k;. Zapis§imo
zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

XOZIC():O

xizki—zi+max{xj|05j<i,kj5zl~}

Urejenost intervalov nam zagotovi, da velja k; > z; za vse j > i, tako da nam
teh primerov ni potrebno obravnavati. Najvecji skupni ¢as najema potem
dobimo kot x* = max{x; |1<i<n}.

(c) Izracunatije potrebno n vrednosti x;, za izracun x; pa je potrebno pregledati
najvec i vrednosti x;. Skupna Casovna zahtevnost je torej o(n?).

(d) Najprej bomo podatke uredili po ¢asih kon¢anja —imeli bomo torej

((zi, ki), = ((15,60),(30,90), (30, 105), (75,135),
(90, 150), (60,180, (120,210), (165, 255)).
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Izracunajmo sedaj vrednosti x; (1 <i < 8).

X1 =45+0 =45
X2 =60+0 =60
X3=75+0 =75
X4 = 60+ max{0,45} =105
x5 = 60 + max{0, 45, 60} =120
Xp = 120 + max{0, 45} =165
x7 =90 + max{0, 45, 60, 75} =165

xg = 90 + max{0, 45, 60,75,105,120} = 210

Najvecji skupni ¢as najema je torej x* = 210. Pois¢imo $e intervale, v katerih
naj upravljalec odda dvorano.

X" =xg=kg—zg+ x5 interval (165, 255)
X5 =ks—z5+ X interval (90,150)
Xo=ky— 20+ X9 interval (30,90)

Naloga 4.26.
Ker je predvideno povprasevanje znano vnaprej, bo zadostovalo, da minimizi-
ramo stroske, saj je prodajna cena fiksna.

(@) Naj bodo s;; najmanjsi skupni stroski, ki jih lahko ima Jatifi za nabavo po-
maranc do j-tega meseca, ¢e zadnji¢ kupuje v i-tem mesecu. Poleg tega naj
bo H;; skupna cena skladi$cenja Skatle, kupljene v mesecu i in prodane v
mesecu j. ZapiS§imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

C():h():OO
So0=0
Hjj:() (OSan)
Sjj=Kj+erj+min{Si,j_1|05i5j—1} lI=sj=n)
Hij:hj—1+Hi,j—1 0=si<j=n)
Sij = Sij—1+71j(ci+ Hjj) O=si<j=n)

Vrednosti H;j in s; j racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na indek-
sa (i, j), pri Cemer uposStevamo 0-co = 0 (na ta nacin se izognemo placilu fiks-
nih stroskov za morebitne zacetne mesece brez povprasevanja). Najmanjse
skupne stroske za celotno obdobje dobimo kot s* = min{s;, |0<i < n}.

Algoritem izracuna 0(n?) vrednosti, pri cemer za izracun vrednosti s;; (1 <
J < n) porabi O(j) korakov, ostale vrednosti pa izracuna v konstantnem ¢asu.
Casovna zahtevnost algoritma je tako o(n?).
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(b) Kerveljar; >0, imamo Hy; = spj =oo (1 < j < n). IzraCcunajmo Se vrednosti
HijiIlSi]' (I=si=sj=n).

Hi1=0  §7;=2+20-3+0 =62

Hiz=1 $§=62+40-3+1) =222
Hi3=2  $§3=222+15-(3+2) =297
His=3  $14=297+10-(3+3) =357
Hyp=0  $p=3+40-4+62 =225
Hyz=1  s$3=225+15-(4+1) =300
Hps=2  $54=300+10-(4+2) =360
Hi3=0  s;3=4+15-3+min{222,225} =271
Hy=1  s$34=271+10-3+1) =311

Hys=0  s44=2+10-4+min{297,300,271} = 313

Najmanjsi skupni stroski za celotno obdobje so torej s* = 311. Pois¢imo Se
optimalno strategijo kupovanja pomaranc.

s* =834 = K3+ r3c3 +r4(cs + H3q) + 512 kupi v 3. mesecu za 3. in 4. mesec

S12=Ky+ricy+re(cy + Hp2) + 50 kupiv 1. mesecuza 1.in 2. mesec

Naloga 4.27.

ZapiSimo zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema.
bii = aij (l<i<n)
bij=aij+bi,j—1 (15i<j5n)
coj =1 lI=sj=n)

Cii = Ci-1,i + bii (l<i<n)
¢ij = min{c; j-1,Ci-1,j + bij} (l<i<j=n)

Pokazimo, da zgornje enacbe ustrezajo podani rekurziji. Najprej dokazimo, da
velja

J
bij= ) aiu-
u=i

Zgornja enakost o€itno velja za j = i. Denimo, da velja tudi za j = j, = i. Potem
velja
Jo Jot1
bi jy+1 = Qi jys1 + bijy = Qi jor1 + ) @Giu= ) @iy,
u=i u=i

tako da po indukciji zgornja trditev velja za vse j = i. Nadalje dokaZimo, da velja

cij =min{ci-1x+bix | i < k< j}.
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Zgornja enakost spet ocitno velja za j = i. Denimo, da velja tudi za j = j, = i.
Potem velja

Ci jo+1 = Min{c;j,, Ci-1,jo+1 + bi,jo+1}
=min{min{c;_y x + bix | i < k < jo}, ¢i—1,j+1+ bi jo+1}

=min{c;_1x+bix|isk<jo+1},

tako da po indukciji zgornja trditev velja za vse j = i. Tako velja

isksj}.

Vrednost ¢y, je tako mogoce izraCunati tako, da izraCunamo vrednosti b;j in ¢;;
zavsak par (i, j) z1 < i < j < nvleksikografskem vrstnem redu. Ker je mogoce
vsako vrednost izracunati v konstantnem ¢asu, je mogoce celoten izracun opraviti
v éasu O(n?).

k

Cij = min{ci_lvk + Z aiy
u=i

Naloga 4.28.

(a) Denimo, da imamo n kupcev in m predmetov (m < n). Naj bo v; j najvecja
vsota, ki si jo lahko prisluzimo s prodajo prvih i predmetov prvim j kupcem.
Zapisimo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

voj =0 (l<j<n
Vii-1= Vi-1,i-1 1l<i<sm)
Vij =maX({Ui,j_1} U{Vi—l,j—l +cj | T;= Pi}) O=sismyi<sj<n)

Vrednosti v;; racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na indeksa
(i, j). Najvecji zasluzek dobimo kot v* = vy,,,. Optimalno resitev rekonstru-
iramo tako, da za vsak j = n,n—1,...,1 in trenutno vrednost i z zacetno
vrednostjo i = m preverimo, ali velja v;; = v; j—1 — Ce to velja, potem i-tega
predmeta nismo prodali i-temu kupcu, sicer pa smo ga in vrednost i zmanj-
Samo za 1.

(b) Algoritem izracuna }.;”, (n— i + 1) vrednosti v;j, vsak izracun pa opravi v
konstantnem casu. Ker za rekonstrukcijo resitve potrebuje n korakov, je
skupna ¢asovna zahtevnost O(mn).

m
i

(c¢) Izracunajmo vrednosti vij (1< i<2,i<j=<5).

v11 =max{0,0+2} =2
V12 =2
vi3=max{2,0+7} =7

Vg =max{7,0+1} =7
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V15 =7
V22 =max{2,2+2} =4
Vo3 =4
U2y =4
Vps =max{4,7+1} =8

Igralec lahko torej prisluzi najve¢ v* = v,5 = 8 enot denarja. Rekonstruirajmo
Se optimalno resitev.

Vg5 = V14 + Cs drugi predmet prodamo petemu kupcu
Vig=V13=Vi2+C3 prvi predmet prodamo tretjemu kupcu
Naloga 4.29.

(a) Denimo, da imamo v tabeli nize wy, (1 < h < m) dolzine ¢, < k, ter da imamo

(b)

podan niz D = (u;)}_,. Naj bo d; dolzina najkraj$ega kodiranja niza D; =
(u,-)fz1 s kodnimi besedami iz tabele. ZapiSimo zacetni pogoj in rekurzivne
enacbe.

dp=0
dj=1+min({dj_s, |lshsmA€,<jADj=Dj_g,llwp}Uioc})
(I=sj<n)
Vrednosti d; ratunamo v naras¢ajocem vrstnem redu glede na indeks j. Ce

velja d,, = co, potem ustrezno kodiranje ne obstaja, sicer pa dolzino najkraj-
Sega kodiranja dobimo kot d* = d,.

Izracunajmo vrednosti d; (1 < j < n). Ker niz D sestoji samo iz znakov a in b,
ki se kot niza pojavita v tabeli, bodo vse vrednosti d; koncne.

uy=b d1:1+min{%} =1
u=a d2=1+min{1a,0ﬂ} =1
us=>b d3=1+min{&} =2
Uuy=a dy=1 +min{2a,1ﬂ} =2
us=>b ds =1+ min{2p,1apap} =2
ug=>ob d6:1+min{2_b} =3
ur;=a d; =1 +min{3a,2ﬂ} =3
Ug=a d8:1+min{3_a} =4
Ug=>ob d9:1+min{4_b} =5

Upp=a dio=1+ min{5w4ﬂ} =5
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upn=b  dy =1+min{5p,34p0) =4

uz=a  diz=1+min{4g,54pap} =5

Dolzina najkrajSega kodiranja je torej d* = dj» = 5. Rekonstruirajmo Se
ustrezno kodiranje.

dip=1+dp; a
dii=1+d; abab
d; =1+ds ba
ds=1+d; abab
di=1+dy b

Najkrajse kodiranje je torej res (b, abab, ba, abab, a).

(c) Valgoritmu izracunamo n spremenljivk, pri izracunu vsake pa primerjamo
m nizov, pri ¢emer vsaki¢ primerjamo najve¢ k znakov. Casovna zahtevnost
algoritma je torej O(nmk).

Naloga 4.30.
Naj bo v; visina najvisjega stolpa, v katerem je na vrhu i-ta kocka. Zapisimo
zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

apg = b() =00

9=0

vi=max{vj+c¢;|0<j<i-1l,a;<ajbi<bj} (1<isn)

Vrednosti v; racunamo narascajoce po indeksu i (1 < i < n). Najvecjo vis§ino
dobimo kot v* = max{v; |1 <i<nj}.

Naloga 4.31.

(a) Najbosta (ai);’i 1 in (b ]-);?:1 podani zaporedji nukleotidov, spremenljivka r,,
(0 <= u<m,0 < v < n) panaj predstavlja najmanjse Stevilo operacij, s katerim
pridemo od zaporedja (a;)}_, do zaporedja (b j)]“.zl. ZapiSimo zacetne pogoje
in rekurzivne enacbe.

rop =0 O<v=n)
Tw=1u O<su=<sm)
rup =1 +min({ru—1,u—l; Tu-1,v rup-1} U {ru—l,u—l -1 | a, = bu} I=su=m,
U{ru-—2v—2 | w,v=2Aay-1=byAay=by1}) l<v<n)
Vrednosti r,, racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na indeksa

(u, v), najmanj$e potrebno $tevilo operacij pa dobimo kot r* = r,,. Algori-
tem, ki sledi iz zgornjih rekurzivnih enacb, tece v casu O(mn).
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(b) Zapisimo matriko vrednosti (r,)5, ,—o-

rwle AAC C A TG T A
e |01 2 3 45 6 7 8
A1 01 2 3 4 5 6 7
A2 112 2 3 4 5 6
c|3 2112 3 456
A |4 3 2 2 1 2 3 45
G |54 3 3 2 2 2 3 4
T |6 54 4 3 2 2 2 3
T |7 6 55 4 3 3 2 3
A |8 7 6 6 5 4 4 3 2

Najmanjse §tevilo operacij je tako rgg = 2, doseZemo pa ga tako, da opravimo
substitucijo A — C na drugem mestu in transpozicijo GT — TG na Sestem in
sedmem mestu.

Naloga 4.32.

Denimo, da imamo zaporedje simbolov (sp)}_, in zaporedje veznikov (vp,)}_,, pri
cemer se veznik vy, pojavi med simboloma s, in sj,. Naj bosta T;; in F;; Stevili
takih postavitev oklepajev v zaporedje simbolov (sh){l:i z vezniki (vh){l:i L da
ima ustrezni izraz vrednost T oziroma L. ZapiSimo zaCetne pogoje in rekurzivne
enacbe.

1 s5,=T .
T;; = 0=i=n)
0 N 1
Fii=1-T;; O0O<i<n)
i | Tin-1Tnj vp=A
Tij= Z A Tin-1Thj+Fin-1Thj+ Tip-1Fnj vh=V O=si<j=n)
h=i+1
T Eipe Thj+ Tin-1Fn;j Vp=9
i | Fin-1Tnj+ Tip-1Fpj+ Fip-1Fpj vn=A
FijI Z <Fi,h—1th vp=V O=si<j=n
h=i+1
l Tin-1Thj+ Fin-1Fn;j Vp =9

Vrednosti T;; in F;; racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j - i, i),
Stevilo postavitev oklepajev, da je vrednost celotnega izraza enaka T ali L, pa
dobimo kot T* = Ty, oziroma F* = F,. Algoritem, ki sledi iz zgornjih rekurzivnih
enacb, tece v éasu O(n?).
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Naloga 4.33.

(a)

(b)

Naj bodo s;; pricakovani stroski, ki bodo nastali, Ce Stekelce pri i-tem naro-
¢ilu (i = 1,2) potrebuje Se j kroglic (j =0,1,2). Dolo¢imo zaCetne pogoje in
rekurzivne enacbe.

s22 =min ({k}U{za + cx+(p+x(1-p)p* k| x=2,xe2})

s1 =min({k}U{z +cx+p*k|x=1,xeZ})

s12 = min ({sp2} U{z1 + cx + p*sz+ x(1 - p)p* s |x=1,xe7})
Tukaj ¢ predstavlja ceno posamezne kroglice, z; (i = 1,2) stroSke zagona

izdelave pri i-tem narocilu, k kazen ob neizstavitvi narocila, in p verjetnost,
da bo posamezna kroglica neuporabna. Pricakovani stroski so s* = s15.

Izra¢unajmo zgornje vrednosti pri ¢ = 100€, z; = zp = 300€, k = 800€ in
p = 0.5. Opazimo, da imajo izrazi na desni natanko en lokalni minimum (za
x € R), tako da zadostuje obravnavati le tiste vrednosti x, kjer vrednost izraza
Se pada.

S22 = min{800€, 1 100€, 1 000€,950<,950<€, ...} =800€
s21 = min{800€, 800€, 700€, 700<€, ...} =700€
s12 = min{800€, 1 150€,1050€,962.5€,925€,934.375€, ...} = 800€

Kroglic se ji torej ne izplaca narocati, saj bo do najmanjsih pricakovanih
stroskov prislo, ¢e enostavno placa kazen.

Rekurzivne enacbe iz prej$nje toCke resimo Se za primer, ko velja z; = 150€.
Ker so ostali parametri nespremenjeni, zadostuje, da znova izracunamo le
vrednost spo.

s12 = min{800€, 1000€,900<,812.5€,775€,784.375€, ...} = 775€

Pri prvem narocilu naj torej naroci 4 kroglice. Ce bo le ena uporabna, naj
drugic naroci Se 2 ali 3 kroglice, ¢e pa nobena ne bo uporabna, naj placa
kazen.

Naloga 4.34.
Naj bo p;; najvecja teza spusta v trikotniku z vrhom v 4;;. Dolocimo zacCetne
pogoje in rekurzivne enacbe.

Pnj = Gnj 1<j<n)

Pij = aij +max{pi1,j, Pi+1,j+1} (I=sj=sisn-1

Vrednosti p;; raCunamo v padajocem leksikografskem vrstnem redu glede na
(i, /). Tezo najtezega spusta dobimo kot p* = p1;. Sam spust (a;,;,)}_, lahko
dobimo tako, da izracunamo
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J1i=1

Ji-1 Pi,jioy Z Pi,jiy+1,i0
Ji-1+1 sicer

ji= 2=<i=sn)

v narasc¢ajocem vrstnem redu glede na indeks i.

Naloga 4.35.

Naj bodo s;; pricakovani stroski, ki jih bo imel Antonio, ¢e mora narociti i pr-
stanov, na voljo pa ima Se j narocCil. ZapiSimo zacetne pogoje in rekurzivne
enacbe.

sij=0€ (i<0,0=j<2)
Sio = 1600€ 1<i<?2)

_ 1 & (h
Sij :200€+m1n{h- 100€+2—hkz_‘b(k)8i—h,j—1

hzl} (1=<i,j=2)

Izracunajmo najprej vrednosti s1; in sz, nato pa Se skupne pri¢akovane stroske
s* = sp2. Opazimo, da minimziramo vsoto linearno narastajoega in ekspo-
nentno padajocega clena, tako da lahko racunanje ustavimo, ko zacne ta vsota

narascati.

s11 = 200€ + min{900€, 600€, 500€, 500€, 550€, ...} =700€
s21 = 200€ + min{1 700€, 1400€, 1 100€,900<,800€, 775€,800<, ...} = 975€
S22 = 200€ + min{937.5€,793.75€,684.38€,635.94€,639.84€,...}  =835.94€

Antonio naj torej narodi 4 prstane. Ce uspe graviranje samo enega prstana, naj v
drugo naroci Se 3 ali 4 prstane, Ce pa ne uspe graviranje nobenega prstana, naj v
drugo naroci Se 6 prstanov. Pricakovani stroski bodo tedaj priblizno 835.94€.

Naloga 4.36.
Naj bo v;; najvecja vsota Stevil izmed ay, ay,..., a;, ki ne preseze vrednosti j.
1

Definirajmo $e s = |3 X | a;| (tj., najve¢ja mozna vrednost za min{Y. $1, Y. S2}).

Doloc¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

Voo = Vip = Vpj =0 (I=sisnl=sj=<ys)

vij =max({vi—1,;}U{a;i + vi-1,j-q | @i < j}) (1<i<nl<j<y)
Vrednosti v;; raCunamo v leksikografskem vrstnem redu indeksov (npr. najprej
nara$cajoce po i, nato pa narasc¢ajoce po j). Optimalna vrednost v* = v, nam

pove najvecjo vrednost za ) S; (brez $kode za splo$nost lahko predpostavimo, da
ta ne preseZe ) S»); razliko dobimo kot Z?zl a;—2v*.
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Naloga 4.37.
Definirajmo

d = {—OO aij=4,in
(@) Najbo p;; najvecja teZa za Marina veljavne poti od vznozja do a; ;. DoloCimo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

pnj=a'nj (l<j<n)

pij=a;'j+maX{pi+1,j;Pi+1,j+l} (l=sj=i=sn-1)

Vrednosti p; j racunamo v padajocem leksikografskem vrstnem redu glede na
(i, ). Ce Marin s svojim znanjem ne more priti do vrha po veljavni poti, potem
velja p;; = —oo, sicer pa tezo najteZje veljavne poti dobimo kot p* = p1;.

Samo pot (a,-;, ji);l:_()l lahko dobimo tako, da izracunamo

jn—l =1

O=si=sn-2)

_Jin Pn-i,jis Z Pn—i,jin+1iN
Ji+1+1 sicer

v padajoCem vrstnem redu glede na indeks i.

(b) Naj bosta g;; in r;j najvecji tezi za Mirka veljavne poti od vznoZzja do a;, Ce
dovolimo a;; = 4 oziroma Ce tega ne dovolimo. Dolo¢imo zacetne pogoje in
rekurzivne enacbe.

qnj = Qnj (I=sj=n)
Tnj = Gy (1<j<n)
qij = aij+max{rii1 j,i+1,j+1} l=sj<i=sn-1)

/ . N
Fij = @;; +Maxiqi+1,j» Gi+1,j+1 Ti+1,j Ti+1,j+1} (l<sj<isn-1)

Vrednosti g;; in r;; racunamo v padajocem leksikografskem vrstnem redu
glede na (i, j). Ce Mirko s svojim znanjem ne more priti do vrha po veljavni
poti, potem velja q;; = r11 = —oo, sicer pa tezo najtezje veljavne poti do-
bimo kot g* = max{qg1,r11}. Samo pot (an—i,ji)?_()l lahko dobimo tako, da

izracunamo
jn—l =1
Jivl An—i—1,ji <4A
. Tn—i-1ji1 = @n—i-1,jis € WGn—i,jirrs Tn—i,jin b
Ji=y . .
Ji+1 An—i-1,jis1 = 4N Tnijisy Z Tn—i, iy +1,10

Jji+1+1 sicer
0<i<sn-2)

v padajocem vrstnem redu glede na indeks i.
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Naloga 4.38.

Naj bosta p;; in g;; najvecji oziroma najmanjsi znesek, ki ga lahko doseze igralec
Aizzaporedja ¢;, ¢+1,..., Cj, Ce je na potezi igralec A oziroma igralec B. Dolo¢imo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

pPii =Ci (I1=i<n)
qii =0 (1<i<n)
qi,i+1=0 (1l<sisn-1)
pij=max{c,~+qi+1,j,cj+q,~,j_1} (I=si<j=n)
qij =min{p;i2 j, Pi+1,j-1, Pi,j-2} (1l=si<j-2=n-2)

Vrednosti p;; in g;j raCunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j — i, 1)
— pravzaprav zadostuje, da izracunamo vrednosti p;; z j—i =n-1 (mod 3) in
vrednosti g;; z j —i =n—2 (mod 3). Maksimalni znesek igralca A ob optimalni
igri igralca B dobimo kot p* = py .

Naloga 4.39.

(a) Naj bo v;; maksimalni profit, ki ga lahko kmet doseZe po i letih, ¢e mu bo
na zacetku i-tega leta (po prodaji) ostalo j ovac. ZapiSimo zacetne pogoje in
rekurzivne enacbe.

Uoko =0
Vpj = —00 (05j<k0)
vij = max{ui_l,h +piRh—j)|jl2<h= 2"‘1k0} (1<i=n0sj=<2ky

Vrednosti v;; racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na indeksa
(i, j). Maksimalni profit dobimo kot v* = vy.

(b) IzraCunajmo vrednosti v;; (1<i<2,0<j< 2-25) in v* = vs.

V1o = 0€+4-100€ =400€
V11 = 0€+3-100€ =300€
V2 = 0€+2-100€ =200€
V13 = 0€+1-100€ =100€
Vg = 0€+0-100€ =0€
V20 = max{400€ + 0 - 130€,300€ + 2 - 130€,200€ + 4 - 130€,

100€ +6- 130€,0€ + 8- 130€} =1040€
V21 = max{300€ + 1 - 130€,200€ + 3 - 130<,

100€+5-130€,0€ + 7- 130€} =910€
V22 = max{300€ + 0- 130€,200€ + 2 - 130€,

100€ +4-130€,0€ + 6- 130€} =780€
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Vo3 = max{200€ + 1-130€,100€ + 3- 130€,0€ + 5-130€} =650€
V24 = max{200€ +0-130€,100€ + 2- 130€,0€ + 4- 130€} =520€

Vo5 = max{100€ + 1-130€, 0€ + 3 - 130€} =390€
Vo6 = max{100€ + 0- 130€, 0€ + 2 - 130€} = 260€
Vo7 = 0€+1-130€ = 130€
Vg = 0€+0-130€ = 0€

v30 = max{1040€ + 0 120€,910€ + 2 120€,780€ + 4 - 120€,
650€ +6-120€,520€ + 8- 120€,390€ + 10 120€,
260€ +12-120€,130€ + 14 - 120€,0€ + 16 - 120€} = 1920€

Kmet lahko torej doseze profit najvec¢ 1920€. Pois¢imo $e optimalno strate-
gijo prodaje ovac.

v* =130 = vog + 16p3 ob prehodu v leto 3 proda vseh 16 ovac
Vog = V14 +0p2 ob prehodu v leto 2 ne prodaja, ostane mu 8 ovac

V14 =Vg2+0p;  obprehoduvleto 1 ne prodaja, ostanejo mu 4 ovce

Naloga 4.40.

(@) Najbo gy ; maksimalna verjetnost, da bo prvih k opravil uspesno opravljenih,
¢e na njih dela j delavcev. ZapiSimo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

qij=p1(J) 0<j<w)
qij =max{qe_1,;pr(j— i) |0<i< j} 2<k<N,0<j<w)

Vrednosti 1;; ratunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na indeksa
(k, j). Maksimalno verjetnost dobimo kot g* = g -

(b) Izratunajmo vrednosti g2 (0 < j < w) in g* = gss.

q20=0-0 =0
g1 =max{0-0.4,0.5-0} =0
g22 =max{0-0.7,0.5-0.4,0.6 - 0} =0.2
g23 = max{0-0.8,0.5-0.7,0.6-0.4,0.7 - 0} =0.35
o4 =max{0-0.9,0.5-0.8,0.6-0.7,0.7-0.4,0.8 - 0} =0.42

g5 = max{0-0.95,0.5-0.9,0.6-0.8,0.7-0.7,0.8-0.4,0.85-0} =0.49
q35 = max{0-0.85,0-0.85,0.2-0.8,0.35-0.6,0.42-0.3,0.49 -0} = 0.21

Maksimalna verjetnost uspesno opravljenih opravil je torej g* = g35 = 0.21.
Pois¢imo Se optimalno razporeditev delavcev.
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4" = qss = G23p3(2) 2 delavca za tretje opravilo
G23 = g1 p2(2) 2 delavca za drugo opravilo

g1 =p1(1) 1 delavec za prvo opravilo

Naloga 4.41.

Naj bo s = (a;)]_, dani niz in W mnozica veljavnih turkmenskih besed, spre-
menljivka v; (0 < j < n) pa nam pove, ali je mogoce niz s; = (ai){zl razbiti na
zaporedje veljavnih turkmenskih besed. Zapisimo zacetni pogoj in rekurzivne
enacbe.

U0=T

l)j=3LU€WZ(|w|Sj/\vj_|w|/\Sj=Sj_|w|||w) I=sj=n)

Vrednosti v; raCunamo v narascajocem vrstnem redu glede na indeks j. Informa-
cijo o tem, ali je mogoce niz s razbiti na zaporedje veljavnih turkmenskih besed,
dobimo kot d* = d,,.

Naloga 4.42.

Naj bo p; velikost najvecje skupine delavcevizmed d, dy, ..., d;, da se nihce v tej
skupini ne bo bal drugega v tej skupini. Dolo¢imo zacetni pogoj in rekurzivne
enacbe.

po=0
pi=max{p;_1,pi-x,-1+1} (1=<i=<n)

Vrednosti p; ratunamo narascajoce glede na indeks i. Maksimalno velikost
skupine dobimo kot p* = p,.
Iskano skupino lahko iz vrednosti k; (1 <i < n) in p; (1 <i < n) rekonstruira-
mo s slede¢im algoritmom.
function REKONSTRUIRAISKUPINO((ki)?:1, (pi)?:l)
S — prazna mnoZica

i—n
while i > 0do
if p; = p;-1 then upos$tevamo pg =0
i—i-1
else
S.add(i)
i—i—ki—-1
end if
end while
return S

end function
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Naloga 4.43.

(a) Najbo V; najvecja vsota nesosednjih ¢lenov zaporedja, ki jo lahko dobimo,
¢e gledamo samo elemente od 1 do i, in vkljucuje a;.

V_1:0

V():O

Vi=max (Vj)+a; (l<i<n)
Jj<i-1

Vidimo, da na i-tem koraku isCemo najvecjo prej$njo nesosednjo vsoto V;, ki
ji bomo prikljucili element a;, torej izracunamo najvecjo vsoto, ki zadosca
pogoju nesosednosti in vkljucuje ¢len a;.

Za izracun vrednosti V; moramo imeti podane Ze vse prejSnje V;, torej vse V;
z j < i. To doseZemo tako, da te vrednosti racunamo nara$cajoce z zacetkom
v 1 in koncem v n. Po izracunu vseh vrednosti V; bo maksimalna vrednost
iskanega problema enaka V* = max;<;j<, (V).

Podamo lahko $e alternativno rekurzivno zvezo za ta problem, in sicer defi-
nirajmo U; kot najvecjo vsoto nesosednjih ¢lenov zaporedja, ki jo dobimo,
Ce gledamo samo elemente od 1 do i. Ta definicija se razlikuje od zgornje po
tem, da dobljena vsota ne vklju¢uje nujno elementa a;.

U_1=0
Uy=0
Ui=max(U;—2+a;,U;_1) (1<i<n)

Ideja tega rekurzivnega zapisa je podobna zgornji, le da se namesto iskanja
maksimuma odlo¢amo, ali bomo i-ti ¢len vkljucili v vsoto oziroma ga bomo
izpustili.

Vrstni red iskanja vrednosti U; dolo¢imo z nara$¢ajo¢im zaporedjem indeksov
i, ko 1 =i < n, sajimamo tako pred reSevanjem problema U; definirane vse
predhodne vrednosti. Ko izracunamo vse vrednosti U;, je maksimum vsote
zaporedja enak U* = Uy, kar sledi neposredno iz definicije vrednosti U,,.

(b) Algoritem bo sledil drugi rekurzivni zvezi.
function MAXVSOTA((a;)}_ ;)
U_1 -0
Uy—0
fori=1,2,...,ndo
U; —max(U;—2 + a;,Uj-1)
end for
¢ — prazen seznam
i—n
while i > 0do
if U; = U;_; then
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iUy U Uy Uy Us Uy Us Ug U; Ug Uy
0| 0 0 0O 0 o0 0 0 0O 0 0 0
1 0 0 0O 0 0 0 0 0O 0 O 0
21 0 0 0 3 0 O 0 0O 0 O 0
3| O 0 0 3 10 O 0 0O 0 O 0
41 0 0 0 3 10 10 O 0O 0 O 0
51 0 0 0o 3 10 10 17 O O O 0
6| 0 0 0 3 10 10 17 31 O O 0
71 0 0 0O 3 10 10 17 31 31 O 0
8| 0 0 0 3 10 10 17 31 31 31 O
91 0 0 0 3 10 10 17 31 31 31 31
Tabela 18: Potek izvajanja algoritma za nalogo 4.43.

i—i-1
else

¢.append(i)

i—i-2
end if

end while

£.reverse()
return (U, ?)
end function

Algoritem enostavno uposteva drugo rekurzivno zvezo in iterativno, narasca-
jocCe po i, racuna vrednosti U;, dokler ne pride do Uy, kar vrne kot optimalno
vrednost. Casovna zahtevnost je o¢itno O(n), saj zanko izvedemo enkrat, v
vsakem obhodu pa porabimo konstantno ¢asa.

Izvajanje algoritma na primeru a = [-2,3,10,—4,7,21,5,0,—10] si lahko ogle-
damo v tabeli 18. 1z zadnje vrstice lahko ugotovimo, da je podzaporedje z
najvecjo vsoto (as, ag) = (10,21).

Algoritem vrne tudi indekse elementov podzaporedja, ki maksimizira vsoto.
To doseZe tako, da primerja sosednje elemente zaporedja (U,-);’:O —-CeseU;_,
in U; razlikujeta, potem mora ocitno veljati U; = U;_» + a;, sicer pa element
a; ni bil uporabljen v vsoti. Po koncu izvajanja zanke tako dobimo seznam
indeksov elementov zaporedja, ki smo jih dejansko pristeli v vsoto.

Naloga 4.44.

(a) Definirajmo usmerjen graf G,, ki ima za vozli§¢a §tevila 1,2, ... n in povezavo
i — j natanko tedaj, ko velja i < j < i+ a;. Skratka, vsakemu €lenu (indeksu)

274



(b)

zaporedja dodelimo vozli§Ce in ga poveZemo s tistimi, ki so iz njega dosegljiva
v enem koraku.

Problem smo prevedli na osnovno nalogo dinami¢nega programiranja, saj
moramo poiskati najkrajso pot med zacetno in kon¢no toc¢ko v usmerjenem,
aciklicnem grafu G,.

Naj bo d; najkrajsa pot od vozlis¢a i do vozlis¢a j v grafu G,. Rekurzivno
zvezo potem lahko zapiSemo kot

d”l:O
di=1+min{dy|i+1<k<min(i + a;, n)} (1<i<n)

Da bomo imeli vse prej$nje probleme reSene pred trenutnim, bomo vrednosti
d; racunali padajoce po i za 1 < i < n, saj zaCnemo v zadnjem vozli$¢u n in
se nato pomikamo nazaj. Po razresitvi vseh problemov optimum d* dobimo
kot vrednost d, torej f(S) = d* = dj, kar sledi iz definicije vrednosti d;.

Algoritem bo sledil rekurzivni zvezi.
function SKOKI((di)?zl)
d, <0
fori=n-1,n-2,...,1do
di,pi —min{(1+d, k) | i+ 1<k <min(i + a;, n)}
end for
pot — prazen seznam
i—1
while i < ndo
pot.append(i)
[ pi
end while
pot.append(n)
return (d;, pot)
end function

Algoritem ima ¢asovno zahtevnost enako O(|V| + |E]), kjer sta V in E mnoZici
vozli$¢ in povezav v grafu G, saj za vsako vozlisce pregledamo njegove vhod-
ne povezave. Stevilo vozlis¢ v nasem grafu je n, $tevilo povezav pa je odvisno
od elementov v vhodnem seznamu S. V najslabsem primeru lahko za vhod
velja a; = n—i za vsak i. Casovna zahtevnost nasega algoritma bo potem
0(n?), saj je stevilo vozlis¢ enako n, tevilo povezav pa lahko izra¢unamo kot

nn-1) n*-

. " o).

(n-1D+n-2)+---+1+0=

Poglejmo si delovanje algoritma na primeru S = (1,3,5,1,3,10,6, 13]. Ustrezni
graf G, je prikazan nasliki 87. Vtabeli 19 je prikazan potek izvajanja algoritma.
Algoritem nam vrne optimalno pot [1,2,3, 8], torej je f(S) = 3.
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Slika 87: Predstavitev skokov z grafom za nalogo 4.44(b).

i a;|d; p;
8§ 13| 0

7 6 1 8
6 10| 1 8
5 3 1 8
4 1 2 5
3 5 1 8
2 3 2 3
1 1 3 2

Tabela 19: Potek izvajanja algoritma za nalogo 4.44(b).

Naloga 4.45.

(@) Najbo py;i Stevilo stolpcev v najvecji strnjeni podmatriki s samimi enicami
z vrsticami od h-te do i-te vrstice matrike A, katere zadnji stolpec je k-ti
stolpec matrike A. Poleg tega naj bo s;; vsota prvih i komponent (tj., Stevilo
enic) v j-tem stolpcu matrike A. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne

enacbe.
S0j =0 lI=<sj=n
Sij:Aij+si—1,j 1l<i,j=<n)
Phio =0 (l1<sh<i<n)

Phik-1+1 Sik—Sp-1k=i—h+1,in
Phik =

0 sicer l<k<n)

Najprej za vsak j (1 < j < n) izraCunamo vrednosti s; ; narascajoce po indeksu
i,natopazavsaka hin i (1 < h <i < n) izracunamo vrednosti pj;; narasca-
joce po indeksu k. Najvecjo velikost strnjene podmatrike samih enic dobimo
kot

N(A) =max{(i—h+Dppix|1sh<i<m, 0<k=<n}.
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(b) Zapi$imo algoritem, ki bo vrnil velikost najvecje strnjene podmatrike samih
enic skupaj s paroma, ki dolocata prvo in zadnjo vrstico oziroma stolpec.
Za razliko od zgornjih rekurzivnih enacb bo tukaj pyir oznaceval velikost
matrike in ne samo Stevila stolpcev.

function ENICE(A € {0, 1}"*™)

forj=1,...,ndo raCunanje s;
Soj <0 zacetni pogoj
fori=1,...,ndo

Sij— Ajj+si-1j rekurzivna enacba
end for

end for

p*,h*,i*, j*, k*—0,0,0,0,0 nicelna resitev

forh=1,...,ndo racunanje pp;x
fori=nh,...,ndo

l—i-h+1 Stevilo vrstic
Phio — 0 zacCetni pogoj
j—1 podmatriko zacenjamo s prvim stolpcem
fork=1,...,ndo
if six — Sp—1,k = ¢ then preverimo, ali imamo
Phik — Phijk-1+¢ v trenutnem stolpcu same enice
if ppir > p* then preverimo, ali imamo boljSo resitev
pr R, i KT < phik by Lk
end if
else ¢e nimamo samih enic, bomo naslednjo
j—k+1 podmatriko zaceli v naslednjem stolpcu
Phik —0
end if
end for
end for
end for
return p*,(h*,i*),(j*, k%)
end function

Za raCunanje s;; potrebujemo O(n?) korakov, za ratunanje py,;; pa O(n®)
korakov. Skupna ¢asovna zahtevnost algoritma je torej O(n®).

Naloga 4.46.

Problem bomo razdelili na tri dele, pri cemer bomo v i-tem delu obravnavali
situacijo, ko vlagamo v prvih i investicij. Vrednost p;(x) naj torej oznacuje najvecji
zasluzek, ¢e v prvih i investicij vloZimo znesek x.
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Ker vrednost r; (x) narasc¢a z x, velja p; (x) = r1(x). Sedaj dolo¢imo p;(x).

p2(x) =max{p1(y) +r2(x—y) |0 y < x}
max({3x-3y+7|0=sy<1, ysx-1}
u{8x+4y+9|1=sy=<x-1}

=4 u{o|x-1<y<1}
u{7y+2|x-1<y=<x y=1}),

cex=1,in

0 sicer

0 0<x<1
3x+7 l=x<32,
=4

Tx+2 32=sx<2,
7X+5 x=2

Najvedji zasluzek bomo dobili kot p* = p3(6).

p3(6) = max{p2(2) +r3(6—2) | 0 <z <6}
=max({-4z+29|0<z<1}

5
U{3z+31'zsz<2}
U{3z+34|2<z<b5}

U{7z+5|5<z<6})
=49

Ker velja p* = p3(6) = p2(5) +r3(1) = r1 (4) + r2(1) + r3(1), najvedji zasluzek 49 000€
dosezemo, ¢e vlozimo 4 000€ v prvo investicijo in po 1000€ v drugi dve investiciji.

Naloga 4.47.

(a) Najbo p; najmanjsa cena postavitve baznih postaj do i-te milje tako, dase v
celoti pokrije interval [0, i]. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

p_lzpozo

pi =min{a;_1 + pi-2, a; + pi-1} 1l=<i=<n)

Vrednosti p; ratunamo nara$cajoce po indeksu i (0 < i < n). Najmanj$o ceno
postavitve baznih postaj dobimo s p* = p,.

(b) ZaizraCun vrednosti p; za posamezen i potrebujemo konstantno mnogo ¢asa.
Ker ta izracun opravimo (n — 1)-krat, je torej casovna zahtevnost ustreznega
algoritma O(n).
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(c) Izracunajmo vrednosti p; (1 <i <10).

p1=min{4+0,6+ 0} =4
p2 =min{6+0,1 +4} =5
p3 =min{l +4,10+ 5} =5

pa=min{l0+5,14+5} =15
ps =min{l4+5,21+15} =19
ps =min{21+15,15+19} =34
p7 =min{l15+19,6+34} =34
ps =min{6+34,10+ 34} =40
p9 =min{l0+34,3+40} =43
p1o =min{3 +40,2+43} =43

Cena postavitve baznih postaj je torej p* = p1o = 43. Poglejmo, kam moramo
postaviti bazne postaje.

P1o= a9+ psg postajana9
pPs = ay + ps postajana 7
Pe = ag + s postajana 6
ps=as+ p3 postajana 4
ps=ax+p1 postaja na 2
p1=ap postajana0

(d) Najbo g; najmanjsa cena postavitve baznih postaj (pri ¢emer dovolimo tudi
vecje postaje) do i-te milje tako, da se v celoti pokrije interval [0, i]. Dolo¢imo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

b_1 =00
g-3=q-2= q-1=qo=0
qi =min{b;_» + min{q;—4, qi-3},
bi-1 +min{q;_3, qi-2},
b; +min{q;—, gi-1},
ai-1+dqi-2,
a;+qi-1} (1<i<n)

Vrednosti g; raCunamo nara$c¢ajoce po indeksu i (0 < i < n). Najmanj$o ceno
postavitve baznih postaj dobimo s g* = ¢g.
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(e) Izracunajmo vrednosti g; (1 <i < 10).

g1 = min{co+0,10+0,12+0,44+0,6 + 0} =4
g> =min{10+0,12+0,3+0,6+0,1 +4} =3
g3 =min{12+0,3+0,18+3,1+4,10+3} =3
q4 =min{3+0,18+3,24+3,10+3,14 + 3} =3
gs =min{18+3,24+3,25+3,14+3,21 +3} =17

g6 =min{24+3,25+3,20+3,21 +3,15+17} =23
g7 =min{25+3,20+3,11+17,15+ 17,6+ 23} =23
gs =min{20 +3,11 + 17,16 + 23,6 + 23,10 + 23} = 23
go = min{11+17,16+23,7+23,10+23,3 + 23} = 26
g0 =min{16+23,7+23,4+23,3+23,2+26} =26

Cena postavitve baznih postaj je torej g* = g19 = 26. Poglejmo, kam moramo
postaviti bazne postaje.

qio=ags+ (s manjSa postajana 9
qs = bs + qa vedja postaja na 6
qs=Db2+ qo vecja postaja na 2

Naloga 4.48.
(a) ZapiSimo zacetni pogoj in rekurzivne enacbe.

C()=0

ci=ci-1+pi (1<i=<n)

Vrednosti ¢; (0 < i < n) racunamo narascajoce po indeksu i, za izracun pa
porabimo O(n) ¢asa.

(b) Naj bo x; j (1 =i < j<n)cenapostavitve razdelilnikov, ki razdelijo vodo za
delavnice od i do j. ZapiSimo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

xi;j =0 (1<i<n
xij:cj—ci_1+min{xl-k+xk+1,j|isk<j} (15i<j§n)
Vrednosti x;; (1 < i < j < n) raCunamo nara$cajoce po razliki j — i, nato pa Se

narascajoce po indeksu i. Optimalno resitev dobimo kot x* = x1,. Casovna
zahtevnost izracuna je ond).
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(c) Najprej izracunajmo vrednosti ¢; (1 <i <6).

ci= 0+4 =4
= 4+19=23
c3=23+17=40
ca=40+7 =47
c5=47+5 =52
c6=52+9 =61

Sedaj izraCunajmo $e vrednosti x;; (1 <i < j <6).

X12=23-0 +0+0 =23
X23=40—4 +0+0 =36
X34 =47-23+0+0 =24
X45 =52—-40+0+0 =12
X56=61—47+0+0 =14
Xx13=40-0 +min{0+ 36,23 +0} =63
Xo4 =47 -4 +min{0+24,36+0} =67
X35 =52—-23+min{0+ 12,24 + 0} =141
X46 =61 —-40+min{0+ 14,12 + 0} =33
X124 =47-0 +min{0+67,23+24,63 +0} =94
Xp5 =52—4 +min{0+41,36+ 12,67 +0} =89
X36 = 61 —23 + min{0 + 33,24 + 14,41 + 0} =71
X15=52—-0 +min{0+89,23+41,63+ 12,94+ 0} =116
X26 =61—4 +min{0+71,36+ 33,67+ 14,89 + 0} =126

x16=61-0 +min{0+126,23+71,63+33,94+14,116+0} =155

Cena postavitve razdelilnikov je torej x* = x5 = 155. Poglejmo, kako naj jih

postavimo.
X16 = Ce — Co + X12 + X36 delimonal,2in3do6
X12 = Cp—Co + X11 + X2 delimonalin2
X36 = Ce — C2 + X33 + X46 delimona3in4do6
X46 = Ce — C3 + X45 + Xeg delimona4,5in 6
X45 = C5 — C3 + X44 + Xs55 delimona4inb5

Postavitev je prikazana na sliki 88.
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4 5

Slika 88: Postavitev razdelilnikov za nalogo 4.48(c).

Naloga 4.49.

(@) Najbo p;; najvecja vsota, ki jo lahko dosezemo z zaporedjem skokov od A1y
do A;;. Dolocimo zacetni pogoj in rekurzivne enacbe.

pi1=An

p1j=Ajj+max{pi|1sl=<j-1} 2<j<n)
pi1=Ajn+max{pn |1=l=<i-1} 2<i<m)
pij=Aij+max({pi¢ | 1sl<j-1}u{pej|1sl=<i-1}) @<ism,

2<j=n)

Vrednosti p; j raCunamo v leksikografskem vrstnem redu indeksov (npr. naj-
prej narascajoce po i, nato pa narascajoce po j). Maksimalno vsoto obiska-
nih mest dobimo kot p* = p;,;,. Rekurzivne enacbe lahko reSimo v ¢asu
O(mn(m+ n)).

(b) Matrika vrednosti (p; j)?,j:1 je prikazana na sliki 89, pri cemer je pri vsaki vred-
nosti puscica od tiste vrednosti, ki je bila uporabljena pri njenem izracunu.
Z rdeco barvo je prikazano zaporedje (1, 1), (1,2),(1,4), (2,4), (4,4) z najvecjo
vsoto p* =9.

Naloga 4.50.

(a) Najbo d; (i =1,2) optimalni dobicek pri vlaganju v i-to podjetje. Potem velja

4 max{(n; +k;x)(ng+ks(m—-x))|la;<x<m-as}, ¢ea;<m-adas,in
i= .
0 sicer.

Optimalni dobicek potem dobimo kot d* = max{d,, d»}.
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Slika 89: ReSevanje in optimalna resitev za nalogo 4.49(b).

(b) Najbo g;(x) (i =1,2) kvadratni polinom, ki nastopa v zgornjem izrazu. Da iz-
racunamo d; in dz, bomo poiskali maksimum polinomov g in g, v ustreznih
mejah.

Vrednost d; je maksimalna vrednost izraza
G1(x) = (8+4x)(4+10—x) = —4x* +48x+ 112

za x € [4,7]. Ker ima polinom negativen vodilni ¢len, je njegov globalni
maksimum tam, kjer ima njegov odvod niclo.

qy(x) =-8x+48=0

xX=6

Ker maksimum leZi na iskanem intervalu, velja d; = q; (6) = 256.

Vrednost d, je maksimalna vrednost izraza
Go(x) = (12+2x)(4+10—x) = —2x> + 16x + 168

za x € [5,7]. Ker ima polinom negativen vodilni ¢len, je njegov globalni
maksimum tam, kjer ima njegov odvod niclo.

qy(x)=—-4x+16=0

x=4

Ker maksimum leZi levo od iskanega intervala, leZi maksimum na njegovem
levem robu, torej velja d = g»(5) = 198.

Optimalni dobicek je tako d* = max{256, 198} = 256 in ga doseZemo tako, da
vlozimo 6 v prvo podjetje in 4 v marketing.
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Naloga 4.51.

(a) Najbo p; najmanj3a cena postavitve stebrov do i-tega mesta, Ce zadnji steber
stoji na i-tem mestu (pri cemer upostevamo, da moramo “stebra” postaviti
tudi na zacetno in kon¢no tocko). Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne

(b)

enacbe.

pi1=a

pi=ci+min{p;|1<j<i-1,x;—xj <min{r;,rj}}}

Vrednosti p; ratunamo nara$cajoce po indeksu i (1 < i < n). Najmanj$o ceno

postavitve stebrov dobimo s p* = p,,.

ZapiSimo psevdokodo algoritma.
function STEBRI((x;)}"_,, (¢)!,, (r)},)

pr—C

fori=2,3,...,ndo
pi—oo
j—i-1

while j >0Ax; —x; <r;do
ifp; <piAx;—xj<r;then

Pi—Ppj
end if
j—i-1
end while
Pi = Pi*Ci
end for
return p,
end function

Zaizracun vrednosti p; za posamezen i potrebujemo O(i) ¢asa. Ker taizracun
opravimo za i =2,3,...,n, je torej Casovna zahtevnost ustreznega algoritma

on?).

(c) Izracunajmo vrednosti p; (2<i<12).

p2=8+0 =8
p3 =9+ min{0, 8} =9
ps=32+min{0,8,9} =32
ps=14+32 =46

pe =18+ min{32,46} =50
p7 =9+ min{46,50} =55
ps =27+55 =82
P9 =47+82 =129

p1o = 16 + min{82, 129} = 98
p11 =22+ min{129,98} = 120
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p12 =0+ min{98,120} =98

Najmanj$a cena postavitve stebrov je torej p* = p1» = 98. Poglejmo, kam
moramo postaviti stebre.

P12 = C12 + P1o steber na x19 = 857

P1o = Cio + P8 steber na xg = 688
ps = cg+ p7 steber na x; = 509
p7r=C7+ps steber na x5 = 258
P5 = C5+ P4 steber na x4 =119
pa=cCstp1

Naloga 4.52.

(a) Naj bodo x;, y; in z; (1 < i < n) najvecje vsote, ki jih doseZemo, Ce so naj-
bolj desni elementi v S v prvi, drugi oziroma obeh vrsticah i-tega stolpca.
Dolocimo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

x0=y0=zo=0

x; = a; +max{0,x;_1,2;-1} 1l<i<sn
yi = bj + max{0, y;_1,zi-1} (1<i<n)
zi = a; + b; + max{0, x;_1, yi—1,Zi-1} 1l<i<n)

Vrednosti x;, y;, z; racunamo narascajoce po indeksu i (1 < i < n). Najvecjo
vsoto mnozice S dobimo kot z* = max{x;, y;,z; | (0<i < n)}.

(b) Algoritem izracuna O(n) spremenljivk, za vsako pa porabi konstantno Casa.
Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n).

(c) Izracunajmo vrednosti x;, y;in z; (1 <i <5).

X1 =4
»n =-1
z1=44+(-1) =3
Xo = 4 + max{0,4, 3} =8
Vo = -2+ max{0,-1,3} =1
2Z2 =4+ (-2) + max{0,4,-1,3} =6
X3 = -3 + max{0, 8, 6} =5
V3= 4 + max{0, 1, 6} =10
z3= -3+4+max{0,81,6} =9
X4 = 4 + max{0,5,9} =13
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V4= —4 + max{0, 10,9} =6

z4 = 4+ (—4) + max{0,5,10,9} =10
X5 = -3+ max{0,13,10} =10
V5= 2+max{0,6,10} =12
z5= —3+2+max{0,13,6,10} =12

Najvecja vsota mnozice S je torej z* = max{x;, y;,z; | (0 < i <5)} = 13. Po-
glejmo, kateri elementi so v mnozici S.

Z'=Xx4=as+2z3 as =4
23:a3+b3+x2 as =-3, b3=4
X2 =do+ X1 a =4
X1=a1 a =4

Imamo torej sledeco optimalno resitev:

(4] [a]) -8 [4] -3
-1 -2 [4] -4 2

Naloga 4.53.

(@) Najbodo x;j, yijin z;; (1 =i < j < n) najmanjSa zaCetna sredstva, potrebna
za zasedbo mest od i-tega do j-tega, sredstva, ki jih imamo po tem na voljo, ¢e
zatnemo z x;j sredstvi, ter indeks mesta, ki je bilo pri tem nazadnje zasedeno.
Zapisimo psevdokodo algoritma, iz katerega bodo razvidni tudi zacetni pogoji
in rekurzivne enacbe.

function ZASEDBA((Si)?:l, (tl-);?:l)
fori=1,...,ndo zacetni pogoji
Xij < Si
Yii — i
end for
forh=1,...,n—-1do
fori=1,...,n—hdo
j—i+h zasedamo mesta od i do j
Xij, Yijzij — min{(x;j+1,j + max{0, s; — yi41,j}, t; + max{0, yii1,j — i}, 0,
(x;,j-1 +max{0,s; — y; j-1}, tj + max{0, y; j—1 — s}, j)}
end for
end for
¢ — prazen seznam
i,j—1,n
while i < j do rekonstruiramo zaporedje zasedanja mest
h— Zij
¢.append(h)
if h =i then
i—i+1
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else
J—=i-1
end if
end while
¢.append(i)
{.reverse()
return (x1,, %)
end function

Da algoritem deluje pravilno, bo za vse i, j (1 < i < j < n) moralo veljati
J
Yij=Xij= ) (th—=sp).
h=i
Opazimo, da rekurzivne enacbe v zgornjem algoritmu zado§cajo temu po-
goju.

(b) Algoritem izraéuna O(n?) spremenljivk, za vsako pa porabi konstantno &asa.
Pri rekonstrukciji reSitve algoritem naredi Se O(n) korakov, pri Cemer za
vsakega spet porabi konstantno ¢asa. Skupna ¢asovna zahtevnost je torej
Oo(n?).

(c) IzraCunajmo vrednosti x;; in y;; (1<i< j<5).

X12 =min{l0+8-4,8+10—6} =12  yp =4
Xp3=min{9+10-7,10+9—-4} =12 3 =4
X34 =min{11,9+11—7} =11  ygu=7+12-9=10
X45 =min{9+11-3,11} =11 y3=3+12-9=6
x13=min{l2+8-4,12+9-4} =16  yi3 =6
X4 =min{11,12 +11 — 4} =11  yu =4
X35 =min{l11+9-6,11} =11  y3=3+10-9=4
X14=min{l1+8-4,16+11-6}=15  yus =6
Xp5=min{11+10-4,11+9-4} =16  y»s =3
X15=min{l6+8-3,15+9-6} =18  yi5 =3

Za zasedbo mest torej potrebujemo zacetna sredstva vsaj x;5 = 18. Rekon-
struirajmo vrstni red zasedbe mest — dobili ga bomo v obratnem vrstnem

redu.
X15 = X14+ S5 — Y14 nazadnje zasedemo mesto 5
X14 = X24+ S1 — Y24 pred tem zasedemo mesto 1
X24 = X34 pred tem zasedemo mesto 2
X34 = X44 pred tem zasedemo mesto 3

zacnemo z zasedbo mesta 4
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Naloga 4.54.

(a) Najbo p; najmanjSa cena gradnje postajaliS¢ do tocke x;, Ce na tocki x;-tem
mestu zgradimo postajaliSce. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

Po=Cp+1=0
yi=max({0ju{x;[0<j<i—1,x;—x;>r}) (l<isn+l

pi=ci+min{p;|0<j<i-1,y;—xj<r} I<sisn+1)

Vrednosti p; racunamo narascajoce po indeksu i (1 <i < n+ 1). Najmanj$o
ceno gradnje postajalis¢ dobimo s p* = py;.

(b) Zaizracun vrednosti y; in p; za posamezen i potrebujemo O(i) Casa. Ker ta
izracun opravimo za i = 1,2,..., n+ 1, je torej Casovna zahtevnost ustreznega
algoritma o(n?).

(c) Izracunajmo vrednosti y;in p; (1<i<9).

y1=0 p1=2+0 =2
¥2=0 p2 =4+ min{0, 2} =4
y3=4 p3 =7+ min{0,2,4} =7
ya=11 pa=2+min{4,7} =6
y5=11 ps =9+ min{4,7,6} =13
Ve =18 pe =6+ min{6, 13} =12

y7=23 p7=5+min{6,13,12} =11
Vg =27 pg =4+ min{l3,12,11} =15
Y9 =31 p9 =0+ min{l2,11,15} =11

Najmanj$a cena gradnje postajalis¢ je torej p* = pg = 11. Poglejmo, kje naj
zgradimo postajalisca.

P9 = Cg + p7 postajaliS¢e na x7 = 31
pr=C7+pa postajaliS¢e na x; = 18
pPa=cCs+ p2 postajaliS¢e na x, =7
p2=C2+ po

Naloga 4.55.

(@) Naj bo p;; najmanjSa skupna najemnina za prvih i stanovanj, Ce se vanje
skupno vseli j stanovalcev. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.
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Cij =00 (j> ki)
p1j=C1j 0=j=n
pij=min{p;_1p+c;j-p|0sh<j} 2<i<m,0<j<n)

Vrednosti p;; racunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (i, j). Naj-

manj$o skupno mese¢no najemnino dobimo kot p* = p,,,. Algoritem, ki
sledi iz zgornjih enacb, tece v casu O(mn?).

(b) IzraCunajmo tiste koncne vrednosti p;; (i = 2), ki jih potrebujemo za reSeva-
nje problema.

P22 = min{0 + 560,510 + 440,580 + 0} =560
P23 = min{0 + 700,510 + 560, 580 + 440, 640 + 0} =640
P24 = min{510 + 700,580 + 560, 640 + 440} =1080
pos = min{580 + 700, 640 + 560} =1200
a6 = 640 + 700 =1340
ps6 = min{560 + 790, 640 + 680, 1 080 + 600, 1200 + 550,1340+ 0} = 1320
ps7 = min{640 + 790, 1080 + 680, 1 200 + 600, 1 340 + 550} =1430
pss = min{1080 + 790, 1200 + 680, 1340 + 600} =1870
pse = min{1200 + 790, 1340 + 680} =1990

Ps.10 = 1340 +790 =2130

Pa,10 =min{1320+770,1430+740,1870+720,1990+700,2130+ 0} =2090

Najmanj$a skupna mese¢na najemnina je torej p* = pa,10 = 2090. Pois¢imo
$e optimalno razporeditev stanovalcev.

Pa,10 = P36 + Caa 4 stanovalci v Cetrtem stanovanju
P36 = P23+ C33 3 stanovalci v tretjem stanovanju
P23 = P13+ C20 0 stanovalcev v drugem stanovanju
P13 =C13 3 stanovalci v prvem stanovanju
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2.5 Algoritmina grafih

Naloga 5.1.
Graf G bomo predstavili kot matriko G.A, indeksirano z vozli§ci, kar bomo imple-
mentirali s slovarjem slovarjev. NapiS§imo ustrezne metode.
function INIT(G) ¢asovna zahtevnost: O(1)
G.A — prazen slovar
end function
function ADDVERTEX(G, u) casovna zahtevnost: O(n)
G.A[u] — slovar z vrednostjo 0 za vsak kljuc slovarja G.A
forve G.Ado
G.Alv][u] <0
end for
end function
function ADDEDGE(G, u, v) ¢asovna zahtevnost: O(1)
G.Alu]lv] —1
G.A[v][u] —1
end function
function DELEDGE(G, u, v) ¢asovna zahtevnost: O(1)
G.Alul[v] <0
G.Alv][u] —0
end function
function DELVERTEX(G, u) Casovna zahtevnost: O(n)
izbrisi G. Alu]
forve G.Ado
izbrisi G. A[v][u]
end for
end function
function ADJ(G, u) ¢asovna zahtevnost: O(n)
return {v e G.Alu] | G.Alu][v] =1}
end function
V podanih ¢asovnih zahtevnostih 7 predstavlja Stevilo vozli§¢ v grafu. Prostorska
zahtevnost podatkovne struktura je O(n?).
Opomnimo, da lahko preverjanje, ali sta dve vozli§¢i sosedni (torej Ce velja
v € ADJ(G, u) za dani vozlis¢i u, v), opravimo v ¢asu O(1).

Naloga 5.2.
Graf G bomo predstavili kot slovar G.E, ki vsakemu vozlis¢u priredi mnoZico
njegovih sosedov. Napi§imo ustrezne metode.

function INIT(G) ¢asovna zahtevnost: O(1)
G.E — prazen slovar
end function

function ADDVERTEX(G, u) casovna zahtevnost: O(1)
G.E[u] — prazna mnoZica

end function

function ADDEDGE(G, u, v) ¢asovna zahtevnost: O(1)
G.E[u].add(v)
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G.E[v].add(u)
end function

function DELEDGE(G, u, v) casovna zahtevnost: O(1)
G.E[u].remove(v)
G.E[v].remove(u)
end function
function DELVERTEX(G, u) ¢asovna zahtevnost: O(n)
izbrisi G.E[u]
for ve G.E do
G.E[v].remove(u)
end for
end function

function ADJ(G, u) Casovna zahtevnost: O(dg(u))
return G.E[u]

end function
V podanih ¢asovnih zahtevnostih n predstavlja stevilo vozlis¢ v grafu, dg(u) pa
stopnjo vozlis¢a u v grafu G. Prostorska zahtevnost podatkovne struktura je
O(m + n), kjer m predstavlja Stevilo povezav v grafu.

Opomnimo, da lahko preverjanje, ali sta dve vozli§¢i sosedni (torej Ce velja

v € ADJ(G, u) za dani vozlis¢i u, v), opravimo v ¢asu O(1).

Naloga 5.3.
Strukturo iz naloge 5.1 spremenimo tako, da lahko hrani poljubno dvojisko
matriko (torej ne nujno simetri¢ne). To naredimo tako, da popravimo metodi
ADDEDGE in DELEDGE, in sicer tako, da spreminjamo samo vrednost G.A[u][v].
Casovne zahtevnosti metod in prostorska zahtevnost strukture se pri tem ne
spremenijo.

Strukturo iz naloge 5.1 spremenimo tako, da relacija, doloCena s slovarjem
G.E, ni nujno simetri¢na. To naredimo tako, da popravimo metodi ADDEDGE in
DELEDGE, in sicer tako, da spreminjamo samo mnoZico G.E[u]. Tudi tukaj se
¢asovne in prostorske zahtevnosti ne spremenijo.

V digrafih lahko lo¢imo sosednost po vhodnih in izhodnih povezavah. V ta
namen bi lahko za vsako imeli svojo metodo. Pri matricni predstavitvi lahko samo
zamenjamo indeksa v metodi ADJ, ¢e pa Zelimo ohraniti ¢asovno zahtevnost pri
predstavitvi s seznami sosedov, pa bi morali poleg slovarja za izhodne povezave
hraniti $e slovar za vhodne povezave.

Naloga 5.4.
Uporabili bomo predstavitev grafa s seznamom sosedov (glej nalogo 5.2).
function TRIKOTNIK(G)
for ue G.Edo
for v € ADJ(G, u) do
for w € ADJ(G, v) do
if u € ADJ(G, w) then
return TRUE
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end if
end for
end for
end for
return FALSE
end function
Da pregledamo vse pare (u, v), porabimo O(n) korakov, da obis¢emo vsa vozlisca,
in §e O(m) korakov, da obis¢emo vse povezave. Tukaj je n Stevilo vozli§¢ in m
Stevilo povezav grafa. Za vsak tak par pregledamo Se sosede w vozli§¢a v — teh je
vsaki¢ najvec A (najvecja stopnja grafa G). Nazadnje Se v ¢asu O(1) preverimo,
ali sta vozli8¢i u in w sosedni. Skupna ¢asovna zahtevnost algoritma je torej
O(n+ mA).

Naloga 5.5.
ZapiSimo algoritem, ki bo vrnil zvezdo digrafa D, ¢e ta obstaja, in NULL sicer.
function ZVEzZDA(D = (V, E))

z<—NULL zacnemo brez kandidata
for ue Vdo
S —ADJ(D, u) sosedi vozlis¢a u
if |S|==|V|-1Au¢gS then ali je u kandidat?
if z# NULL then
return NULL ¢e smo ze imeli kandidata, nimamo zvezde
end if
zZ—1U nastavimo kandidata
elseif |S| # 0 then nekandidati ne smejo imeti povezav
return NULL
end if
end for
return z
end function

Ce je digraf D predstavljen kot seznam sosedov (glej nalogi 5.2 in 5.3), pri cemer
mnoZice sosedov hranijo svojo velikost, bo algoritem tekel v ¢asu O(n), kjer je n
Stevilo vozlisc.

Naloga 5.6.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function BFS(G = (V, E), S, VISIT)
visited — slovar z vrednostjo FALSE za vsak v e V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsak v e V
for se Sdo
if ~visited[s] then
visited[s] — TRUE
Q—Is]
while —Q.isEmpty() do
u— Q.pop0
VISIT(u, pred[u])
for v € ADJ(G, u) do
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Slika 90: Gozd iskanja v Sirino za nalogo 5.6.

if —visited[v] then
visited[v] <— TRUE
pred[v] — u
Q.append(v)
end if
end for
end while
end if
end for
return pred
end function

Casovna zahtevnost preiskovanja je O(m + n) (kjer je n Stevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa), poleg tega pa algoritem opravi e O(n) klicev funkcije VISIT.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 14 (pri cemer za mnoZico zacetnih
vozli$¢ S vzamemo mnozico vseh vozlis¢ V, za VISIT pa vzamemo NOOP, torej
ne naredimo nicesar), pri cemer sledimo abecednemu vrstnemu redu vozlis¢,
je prikazan v tabeli 20. Gozd iskanja v §irino je prikazan na sliki 90, iz katere je
razvidno, da so drevesne povezave

(a,b),(b,c),(a,e),(e N, (f,D),(dg),d h).

Naloga 5.7.
Premer grafa je najvecja razdalja med dvema njegovima vozlis¢ema. Poiskali ga
bomo tako, da bomo opravili iskanje v §irino iz vsakega vozli§ca grafa (pomagali si
bomo torej z algoritmom BFS iz naloge 5.6) ter vrnili najvec¢jo globino dobljenega
drevesa.
function PREMER(G = (V, E))

D0

d — prazen slovar

function VISIT(u, v)

if v = NULL then
dlul <0
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mnozica oznacenih vozlis¢

[a]
[b]
(D, e]
le, c]

[c]

lc, f]
[f]

(7]

ST O OO 0 8 TS Q8 9
=R O R THRT QA0

[d]
(8]
(g, h]
[h]

S S0 0o QX
R Q&S QT

~ S0 N 0 QU LU QUQUQAUUS T QRN QQ e

{a}

{a, b}
{a,b,e}
{a,b,c,e}
{a,b,c,e}
{a,b,c,e}
{a,b,c,e}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, f}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,d,e, f,i}
{a,b,c,d,e, f,g,i}
{a,b,c,d,e, f,g h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e f,g h,i}
{a,b,c,d,e, f,g h,i}
{a,b,c,d,e f,g h,i}
{a,b,c,d,e, f,g h,i}

Tabela 20: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.6.
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else
dlul —d[v]+1
end if
end function
for ve Vdo
for ue Vdo
d[u] — oo
end for
BFS(G, {v}, VISIT)
D —max{D,max{d[u] | ue V}}
end for
return D
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(n(m + n)), kjer je n Stevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav podanega grafa.

Naloga 5.8.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu. Predpostavili bomo, da imamo na voljo
podatkovno strukturo za prednostno vrsto, ki za vsak element hrani njegovo
prioriteto (to lahko tudi spreminjamo). Podatkovna struktura ima metodo pop(),
ki vrne in odstrani element z najmanjso prioriteto skupaj z njegovo prioriteto.
Tukaj bodo elementi vozli¢a grafa, prioritete pa dolZine najkraj$ih najdenih poti
od zacetnega vozlisca.
function DIJKSTRA(G = (V,E),se V,L: E —R,)
d — slovar z vrednostjo oo za vsako vozlis¢e v € V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
Q — prednostna vrsta s prioriteto oo za vsako vozlis¢e v € V (na vrhu je vozlisce z
najmanjso prioriteto)
Qlsl <0
while —Q.isEmpty() do
u,d[u] — Q.pop()
for v € ADJ(G, u) do
ifve QAQlv]>d[u]l+L,, then
Qlv] —d[u] + Lyy
pred[v] — u
end if
end for
end while
return (d, pred)
end function

Ce za prednostno vrsto uporabimo obicajen slovar, je ¢asovna zahtevnost metode
pop() linearna v Stevilu elementov slovarja, spreminjanje vrednosti v slovarje pa
se opravi v konstantnem ¢asu. Casovna zahtevnost zgornjega algoritma je tako
o(n?), kjer je n Stevilo vozlis¢ v grafu.

Ce pa za prednostno vrsto vzamemo kopico, sta ¢asovni zahtevnosti metode
pop() in spreminjanja vrednosti v kopici logaritemski v velikosti kopice. Casovna
zahtevnost zgornjega algoritma je v tem primeru O((m+ n)log n), kjer je m Stevilo
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povezav v grafu.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 15, pri cemer sledimo abecednemu
vrstnemu redu vozlis¢, je prikazan v tabeli 21. Drevo najkrajsih poti je prikazano
na sliki 91.

Naloga 5.9.

Trditev je napacna, saj z odStevanem konstantnega Stevila vsaki povezavi na grafu
nekatere poti skrajSamo za ve¢ kot druge. Razlog za to je, da bo konstanta odsteta
na vsaki povezavi, torej bodo poti, ki vsebujejo ve¢ povezav, prejele vecjo olajsavo.
Da bo to jasno, si poglejmo primer, za katerega bomo nasli dve razli¢ni drevesi
najkrajsih poti pri uteZeh ¢ in ¢'. Za primer vzemimo graf s slike 92. Vidimo, da je
na zaCetnem grafu optimalna pot a — b — ¢, a ker vsebuje dve povezavi, se po
pristevanju konstante 3 celotna pot podaljsa za 6, pot a — ¢ pa se podaljsa le za 3
in tako postane optimalna.

Naloga 5.10.

(a) Algoritem BFS iz naloge 5.6 bomo uporabili na pomoZznem grafu s povezavami,
dolgimi najve¢ L. Preiskovanje bomo zaceli v vozli§¢u ¢, tako da bomo s
sledenjem predhodnikom iz vozli§¢a s rekonstruirali iskano pot.

function OBSTAJAPOT(G = (V, E),s,t,¢ :E—R,,L)
E —{ec€E|l,<L}
G —(V,E"
pred — BFS(G', {t}, NOOP)
if s # t A pred[s] = NULL then
return NULL
end if
pot — [s]
u-—=>s
while pred[u] # NULL do
u — predlu]
pot.append(u)
end while
return pot
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m+ n), kjer je n Stevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav podanega grafa.

(b) Uporabili bomo algoritem MINNAJDALJSAPOVEZAVA. Gre za varianto algo-
ritma DIJKSTRA iz naloge 5.8, ki namesto dolZine poti za vsako vozliCe hrani
dolzino najdaljSe povezave v poti do njega.

function MINNAJDALJSAPOVEZAVA(G = (V, E), s, t,¢ : E — R,)
Q — prednostna vrsta s prioriteto oo za vsako vozlis¢e v e V
Qls] <0
while —Q.isEmpty() do

u,d— Q.pop()
if u = t then
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u|v Q razdalje in predhodniki
[(a,0)] [0, 00, 00, 00, 00, 00, 00, 00]
al|b [(b,3)] [0, 34, 00,00,00,00,00,00]
al|f [(b,3),(f,6)] [0,3,4,00,00,00,6,,00,00]
b|c [(f,6),(c,10)] [0,34,104,00,00,64,00,00]
b|e [(f,6),(c,10),(e,12)] [0,34,104,00,12,64,00,00]
flg [(c,10), (e,12),(g,14)] [O,Sa,lob,oo,12b,6a,14g,oo]
c|d [(e,12),(g,14),(d,17)] [0,34,10p,17¢,125,64,14¢,00]
e|d [(d,13),(g,14),(d,17)] [0,34,10p,13,,12,64,14¢,00]
e| g|lgl3),(d13),(g,14),(d,17)] | [0,34,105,13,,125,64,13,,00]
gl f [(d,13),(g,14),(d,17)] [0,34,104,13,,124,64,13,,00]
d|b [(g,14),(d,17)] [0,34,104,13,,124,64,13,,00]
d| h [(g,14),(d,17),(h,17)] [0,34,104,13,,124,64,13,,174]
gl f [(d,17),(h,17)] [0,34,104,13,,12,64,13,,174]
d|b [(h,17)] [0,34,104,13,,124,64,13,,174]
d| h [(h,17)] [0,34,104,13,,12,64,13,,174]
h|lg [] [0,34,104,13,,12},64,13,,174]

Tabela 21: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.8.

Slika 91: Drevo najkrajsih poti za nalogo 5.8.
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Slika 92: Protiprimer trditve za nalogo 5.9.

return d
end if
for v € ADJ(G, u) do
if ve QA Q[v] > max{d, ¢,,} then
Qlv] — max{d, ¢}
end if
end for
end while
return oo
end function

Tako kot Dijkstrov algoritem tudi zgornji algoritem tece v ¢asu O(mlogn) (kjer
je n Stevilo vozlis¢ in m Stevilo povezav podanega grafa — ob predpostavki, da
je graf povezan), Ce za prednostno vrsto uporabimo kopico.

Naloga 5.11.
Zapisimo algoritem, ki poisce najkrajso pot od s do ¢, pri cemer se preiskovanje
zacne v obeh koncih poti hkrati. Tako bomo v prednostno vrsto vsako vozlisce
postavili dvakrat, preiskovanje pa bomo koncali, ko bomo neko vozlis¢e drugic
odstranili iz vrste. Iskana pot bo §la bodisi skozi to vozlisce, bodisi po povezavi
med vozlis§¢ema, ki smo ju odstranili iz vrste po tem, ko sta bili doseZeni iz
razli¢nih koncev iskane poti.
function DIJKSTRA2(G = (V, E), s, t,L: E—R,)

Q — prednostna vrsta s prioriteto co za (v, 0) in (v, 1) za vsako vozlis¢e v e V

dy — prazen slovar

d, — prazen slovar

pred,, < slovar z vrednostjo NULL zavsak v e V

pred; — slovar z vrednostjo NULL za vsak v € V

Qls,0] —0

Qlt, 110

(u,1),r — Q.pop() vzamemo prvo vozlisCe iz vrste

while (#,1-i) € Qdo nadaljujemo, Ce je vozliiCe Se v vrsti
dilul —r zapomnimo si razdaljo
for v € ADJ(G, u) do posodobimo razdalje sosedom

if (v,i) €e QA QIlv,i] > d;[u]l + L, then
Qlv,i]l — d;[ul + Lyy
pred;[v] — u
end if
end for
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if Q.isEmpty() then Ce je vrsta prazna, ni potiod s do ¢
return (co, NULL)
end if
(u,i),r — Q.pop() vzamemo naslednje vozlisce
end while
r,u—min({(r+di—;[ul, wu{d;[v] + Qlv,1-il,v) |ved;}) poistemo vozlisce,
v—1u preko katerega poteka najkrajsa pot
poty — [u]
while pred,[u] # NULL do rekonstruiramo del poti od s
u — predy|u]
poty.append(u)
end while
poty.reverse()
pot; — ]
while pred; [v] # NULL do rekonstruiramo del poti do ¢
v — pred, [v]
pot;.append(v)
end while
return (r, poty+pot;)
end function
Pokazimo, da algoritem deluje pravilno. Naj bosta S in T mnozici vozlis¢, ki jih
algoritem ob izteku prve zanke while doseZe iz s oziroma ¢ (tj., odstrani ustrezni
vnos v Q) — do teh vozlis¢ torej poznamo dolzino najkrajse poti od s oziroma do
t. V preseku mnozic S in T je natanko eno vozlisce, in sicer u. Za vsako vozlisce
vg SuTveljadg(s,v) = dg(s,u) in dg(v, t) = dg(u, t), tako da €e najkrajsa pot
od s do ¢ vsebuje vozlis¢e v, obstaja tudi najkrajsa pot, ki vsebuje vozlisce u.
Tako vidimo, da najkraj$a pot med s in ¢ bodisi vsebuje vozlis¢e u, bodisi vsebuje
povezavo s krajis¢emav Sin 7.

Ce najkraj$a pot med s in ¢ bodisi vsebuje vozlis¢e u, potem algoritem o&itno
pravilno najde najkrajso pot. Denimo sedaj, da najkraj$a pot med s in ¢ vsebuje
povezavo vw, kjer je v € S in w € T. O¢itno tudi najkrajsi poti od s do w in od
v do ¢ vsebujeta povezavo vw (sicer bi obstajala krajsa pot od s do ¢ preko v ali
w), zato ob izteku prve zanke while velja dg (s, w) = Q[w,0] in dg(v, t) = Q[v, 1].
Tako algoritem obravnava najkraj$o pot od s do ¢ preko vozli§¢a v ali w in zato
pravilno najde najkraj$o pot.

Tako kot Dijkstrov algoritem tudi zgornji algoritem tece v ¢asu O(mlogn)
(kjer je n Stevilo vozliS¢ in m Stevilo povezav podanega grafa — ob predpostavki,
da je graf povezan), ¢e za prednostno vrsto uporabimo kopico.

Naloga 5.12.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function DFS(G = (V, E), S, PREVISIT, POSTVISIT)
forve Vdo
visited[v] < FALSE
end for
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Slika 93: Gozd iskanja v globino za nalogo 5.12.

function RAZISCI1(v, w)
if visited[v] then
return
end if
visited[v] <— TRUE
PREVISIT (v, w)
for u € ADJ(G, v) do:
RAzZ1SCI(u, V)
end for
PoOSTVISIT(v, w)
end function
for ve Sdo
RAz18CI(v,NULL)
end for
end function
Casovna zahtevnost preiskovanja je O(m + n) (kjer je n $tevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa), poleg tega pa algoritem opravi §e O(n) klicev funkcij PREVISIT in
POSTVISIT.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 14 (pri cemer za mnoZico zacet-
nih vozli§¢ S vzamemo mnozico vseh vozlis¢ V, za PREVISIT in POSTVISIT pa
vzamemo NOOP, torej ne naredimo nicesar), pri cemer sledimo abecednemu
vrstnemu redu vozlis¢, je prikazan v tabeli 22. Gozd iskanja v globino je prikazan
na sliki 93, iz katere je razvidno, da so drevesne povezave

(a,b),(b,c),(c, ,(f,e),(f, i),(dg),g h.
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mnoZzica oznacenih vozlis¢
{a}
{a, b}
{a, b}
{a, b, c}
{a,b,c}

{a,b,c, f}
{a,b,c, f}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,1}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,1}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,1}
{a,b,c,d,e, f,i}
{a,b,c,d,e, f,g,i}
{a,b,c,d,e, f,g,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}

<

B O H L HT QA QORI O QT

AU TN MM AU TAT HO QKN OIS Q|

S0 QAT A

Tabela 22: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.12.
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Naloga 5.13.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function BELLMANFORD(G = (V,E),se V,L: E—R)
d — slovar z vrednostjo oo za vsako vozlisce ve V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
d[s] <0
i—0
trenutna — {s}
while —trenutna.isEmpty() do
i—i+1
if i > |V| then
return graf ima negativen cikel
end if
naslednja — prazna mnoZzica
for u € trenutna do
for v € ADJ(G, u) do
ifd(v] > d[u] + L,, then
dlv] — d[u] + Ly,
pred(v] — u
naslednja.add(v)
end if
end for
end for
trenutna — naslednja
end while
return (d, pred)
end function

V i-tem obhodu zanke while slovar d vsebuje dolZine tistih najkrajsih poti od s do
vsakega drugega vozlisca, ki vsebujejo najvec i povezav. Ce graf nima negativnih
ciklov, je v vsaki najkrajs$i poti najve¢ n — 1 povezav (kjer je n Stevilo vozlis¢) in
zato algoritem konca najkasneje po n-tem obhodu zanke while. V nasprotnem
primeru obstaja najkraj$a pot z neskon¢no povezavami, kar algoritem zazna ob
vstopu v (1 + 1)-vi obhod zanke. Casovna zahtevnost algoritma je tako O(mn),
kjer je m Stevilo povezav grafa.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 16 je prikazan v tabeli 23. Drevo
najkrajsih poti je prikazano na sliki 94.

Naloga 5.14.

(a) Upostevamo, da je graf G = (V, E) aciklicen, torej za vsaki vozlis¢i u,v e V
velja
u — v = postlabel(u) > postlabel(v),

kjer je postlabel Stevec, s katerim ozna¢imo vozlisce, ko ga v algoritmu DFS
docela preis¢emo.

Trditev lahko dokaZemo z obravnavanjem dveh primerov, in sicer, ko z DFs
pridemo v vozlis¢e u pred v, in ko pridemo v vozlis¢e v pred u. V prvem
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ilul|v| Ly razdalje in predhodniki
[0, 00, 00, 00, 00, 00, 00, 0]

[OJ 3(,1,00,00, OO, OO, O0,00]
[0) 361, o0, 00, 0O, 6&7 oo, OO]

[0,34,10p,00,12,6,00,00]
[0,34,10p,00,12p,64,14 ¢, 00]
=7 1 10,34,10p,3¢,12p,64,14 ¢, 00]
1 [0,34,10p,3¢,12p,64, 14 f,00]
1 [0,34,10,3¢,12p,64,13,,00]
[0,34,10p,3¢,12p,64,13,,00]
9 [0,34,10p,3¢,12p,64,13,,00]
4 [0,34,103,3¢,124,64,13,,74]
-1 | [0,34,10p,3¢,124,64,13,,74]
=5 | [0,34,104,3¢,124,64,25,74]
-1 | [0,34,10p,3¢,12p,1¢4,2p,74]
8 [0,34,10p,3¢,12p,1g,2p,74]

3
6
7 [0,3,4,103,00,00,6,00,00]
9
8

No gl A R W W W W N

[0 | 0e QU AR ® ® O T T QD

0Q %[00 [ S S0 QL QU ® Ol
L

Tabela 23: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.13.

primeru bomo pred dolocitvijo pooznake vozlis¢u u morali obiskati vse nje-
gove sosede, torej tudi v, ki mu bomo dolo¢ili pooznako pred u. V drugem
primeru pridemo prej do v, a ker je graf aciklicen, od v ne bomo prisli do u,
torej bomo spet v obdelali pre;j.

Trditev nam omogoca zapis krajSega algoritma, ki bo uporabil algoritem DFs
iz naloge 5.12. Njegova ideja je, da padajoce uredimo vozli§¢a po njihovih
pooznakah in tako dobimo inverzno topolosko ureditev. To doseZemo tako,
da po popolni obdelavi vozli§¢a tega postavimo na sklad.
function Toro(G = (V, E))
toposklad — []
function POSTVISIT(u, V)
toposklad.append(u)
end function
DFS(G, V,NOOP, POSTVISIT)
toposklad.reverse()
return toposklad
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m+ n), kjer je n $tevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa.

Klic Toro(G) nam vrne ureditev vozlis¢ [g, a, h, b, ¢, f,d, e].
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Slika 94: Drevo najkrajsih poti za nalogo 5.13.

(b) Tukaj bomo uporabili rezultat iz prej$nje tocke in osnoven koncept dinamic-
nega programiranja.

Oznac¢imo z L, utez povezave u — v. Naj dg(u) predstavlja najkrajso razda-
ljo od izbranega vozlis¢a s do vozlis¢a u.

dg(s)=0
dg(u) = I,}liﬂ(dG(”) +Lyu) (ueV\iish

Da bomo imeli vse potrebne dg(v) definirane pred izracunom dg(u), po-
skrbimo z rezultatom iz prej$nje tocke, saj pri topoloski ureditvi vodijo vse
povezave le naprej, Po premiku na naslednje vozliCe tako ne potrebujemo
kasnej$ih vozlis¢, pac pa le prejdnja, za katera vrednost Ze poznamo.

Imamo torej vse, kar potrebujemo za izracun najkrajSe poti. Za belezenje
vozlis¢, skozi katera vodi ta pot, bomo uporabili seznam predhodnikov, ki bo
nakazoval, katero vozli$¢e smo izbrali za predhodnika.

pred(s) = NULL
pred(u) = argmin(dg(v) + Lyy,) (e V\{shH

v—u
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ZapiSimo algoritem, ki poiSce razdalje od s do ostalih vozlis¢. Poleg razdalj
bo za vsako vozlisce povedal $e, iz katerega vozli§¢a smo prisli do njega.
function NAJKRAJSAPOT(G = (V,E),s,L: E —R)
dg — slovar z vrednostjo oo za vsako vozlis¢e v € V
dgls] <0
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
for u € Toro(G) do
for v € ADJ(G, u) do
if dglv] > dglu) + L, then
dglv] —dglul + Lyy
pred[v] — u
end if
end for
end for
return (dg, pred)
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m+ n), kjer je n $tevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa.

Ce Zzelimo rekonstruirati pot, sledimo predhodnikom podanega kon¢nega
vozlisc¢a t, dokler ne pridemo do s.

function REKONSTRUIRAJPOT(pred, t)
u—t
pot — []
while pred[u] # NULL do
u — pred(u]
pot.append(u)
end while
pot.reverse()
return pot
end function

Klic NAJKRAJSAPOT(G, g, L) vrne seznam dg z razdaljami od vozli$¢a g do
ostalih vozlis¢ grafa in seznam pred s prednikom vsakega vozli§¢a v najkrajsi
poti od g. Potek izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 24. Seznam vozIis¢,
skozi katera je algoritem potoval, da je opravil pot od g do e, nato dobimo s
klicem REKONSTRUIRAJPOT(pred, e) —to so [g, a, b, e]. DolZino te poti lahko
preberemo kot dgle] = —1.

Pripomnimo, da algoritem deluje pravilno ne glede na polozaj zaCetnega
vozlis¢a s v topoloski ureditvi. Za vsako vozlis¢e u, ki v topoloski ureditvi
nastopa pred s, namrec velja dg(u) = oo, tako da se ne nastavi kot predhodnik
nobenemu vozliscu. Tako se vozlis¢u s ne bo nastavil predhodnik. Algoritem
lahko nekoliko pohitrimo tako, da gledamo vozli§ca v topoloski ureditvi le od
s naprej, prejSnja pa ignoriramo, saj iz s ne moremo priti do njih. Prav tako bi
se lahko ustavili, ko dosezemo vozlisce .

(c) Uporabimo algoritem NAJDALJSAPOT, ki deluje na enak nacin kot NAJKRAJ-
SAPOT, le da namesto co vzame v dg za zacetne vrednosti —oo, v zanki pa na
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vsakem koraku preverja pogoj dg[v] < dglul + Ly,. Casovna zahtevnost al-
goritma tako ostane enaka. Klic REKONSTRUIRAJPOT(pred, e), kjer je dg, pred
izhod klica NAJDALJSAPOT(G, g, L), vrne pot [g, h, b, ¢, f, el dolZine 24. Potek
izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 25.

Naloga 5.15.

(a) Algoritem deluje podobno kot algoritem NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.14(b), le
da vsaki¢ pristeje Stevilo moZznih poti iz trenutnega vozlis¢a. Pri tem sledi
topoloski ureditvi, ki jo izracuna z algoritmom TOPO iz naloge 5.14(a).

function STEVILOPOTI(G = (V,E), s, t,L: E —R)
C — slovar z vrednostjo 0 za vsako vozlis¢e v e V
Cls] —1
for u € Toro(G) do
for v € ADJ(G, u) do
Clv] < Clv] + Clu] - Lyy
end for
end for
return C|f]
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m+ n), kjer je n $tevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa.

(b) Potek izvajanja algoritma na grafu s slike 18 je prikazan v tabeli 26. Pri tem je
uporabljena topoloska ureditev vozlis¢ [s, a, b, d, ¢, e, f, g, t]. Od vozlis¢a s do
vozli§¢a t je mogoce priti na 58000 nacinov.

Naloga 5.16.
Naj bo G = (V, E) usmerjen graf z n = | V| vozli§¢i. Za vsako vozlis¢e u € V in vsak
i (1 =i < n) uvedimo spremenljivko x,;, katere vrednost interpretiramo kot

1, vozlisce u je i-to v topoloski ureditvi, in
Xui = )
0 sicer.

ZapiSimo linearne omejitve.

YueVVie{l,...,n}: 0<xy,; <1, xy;€Z
Vsako vozli§€e je na natanko enem mestu:
n
YueVv: Z Xui=1
i=1
Na vsakem mestu je natanko eno vozlisce:
Viefl,...,n}: Y xui=1
uev
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Tabela 24: Potek izvajanja algoritma NAJKRAJSAPOT za nalogo 5.14(b).
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Tabela 25: Potek izvajanja algoritma NAJDALJSAPOT za nalogo 5.14(c).
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u v Luv C[s7arbrcydve;frgv t]
(1,0,0,0,0,0,0,0,0]

s|al 10 (1,10,0,0,0,0,0,0,0]
s|b| 10 (1,10,10,0,0,0,0,0,0]
s|cl| 10 (1,10,10,10,0,0,0,0,0]
s|d]| 10 (1,10,10,10,10,0,0,0,0]
alb| 5 [1,10,60,10,10,0,0,0,0]
ale| 5 [1,10,60,10,10,50,0,0,0]
ble| 2 [1,10,60,10,10,170,0,0,0]
dlc| 5 [1,10,60,60,10,170,0,0,0]
cl|lfl| 2 [1,10,60,60,10,170,120,0,0]
e|gl| 10 [1,10,60,60,10,170,120,1700,0]
flgl 10 (1,10,60,60,10,170,120,2900,0]
gt

10 | [1,10,60,60,10,170,120,2900,58000]
Tabela 26: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.15.

Vsaka povezava gre v smeri povecanja mesta:

n
YuveE: Z Xy —xyi) =1
i=1

Ciljna funkcija tukaj ni pomembna — vsaka dopustna re§itev nam da topolosko
urejanje.

Naloga 5.17.
Algoritem deluje tako, da v vrsto najprej doda vozlis¢a z vhodno stopnjo 0, nato
pa pobira vozli$¢a iz vrste in jih odstranjuje iz grafa, pri cemer se v vrsto dodajajo
vozli¢a, ki jim pri tem izhodna stopnja pade na 0. Ce se zgodi, da je v nekem
trenutku v vrsti vec kot eno vozlisce, si algoritem to zapomni — ¢e algoritem tako
obisce vsa vozli§ca (tj., obstaja topoloska ureditev), potem je topoloska ureditev
vet kot ena in algoritem vrne TRUE. Ce pa je topoloska ureditev ena sama ali pa
te ni, algoritem vrne FALSE.
function VECToPO(G = (V, E))
stopnja — slovar vhodnih stopenj vozlis¢ grafa G
Q — prazna vrsta

veC — FALSE
prvo — FALSE
i—0 Stevec obiskanih vozli§¢
forve Vdo zacetno iskanje izvorov
if stopnja[v] = 0 then
Q.push(v)
if prvo then Ce je bil predhodno najden izvor,
veC — TRUE reSitev ni enoli¢na
else
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prvo — TRUE
end if
end if
end for
while —Q.isEmpty() do
u — Q.pop()
i—i+1
prvo — FALSE
for v € ADJ(G, u) do
stopnjalv] — stopnjalv] -1
if stopnja[v] = 0 then
Q.push(v)
if prvo then
veC — TRUE
else
prvo — TRUE
end if
end if
end for
end while

prvinajden izvor

povecamo Stevec
izhodni sosedi vozlisca u

nov izvor po odstranjevanju u

return vecA (i =|V]) vrni TRUE, Ce obstaja topoloska ureditev in ta ni enoli¢na

end function

Naloga 5.18.

(a) Iz danega neusmerjenega grafa G = (V, E) in funkcije utezi vozlis¢ ¢ : V —
[0,1] bomo konstruirali usmerjen graf G' = (V, E'), kjerje E' = {uv, vu | uv € E}
(tj., vsako neusmerjeno povezavo iz G nadomestimo z nasprotno usmerje-
nima povezavama med krajis¢ema), in funkcijo utezi povezav L: E' — [0,1] s
predpisom L(uv) = c(u) (tj., cena povezave je enaka ceni zacetnega vozlisca v
G). Na grafu G’ s funkcijo uteZi povezav L nato poZenemo varianto algoritma

DDKSTRA iz naloge 5.8.

function DIJKSTRAPROB(G = (V, E),s€ V,L: E —[0,1])
d — slovar z vrednostjo 0 za vsako vozlis¢e v e V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
Q — prednostna vrsta s prioriteto 0 za vsako vozli§¢e v € V (na vrhu je vozlisce

z najvecjo prioriteto)
Qls] —1
while —Q.isEmpty() do
u,d[u] — Q.pop()
for v € ADJ(G, u) do

ifve QAQ[v] <dlu]- Ly, then

Qlv] —d[u]-Lyy
pred[v] — u
end if
end for
end while
return (d, pred)
end function



SE PH IV RE EP AQ DE SLC DA oC KC oM ME SL CH
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
lia lia lia
* Isk
* 0.8pg  0.8pu
* 0.51y 0.51y
* 0.7Rg
* 0.48gp
* 0.56aq 0.56a¢
0.63s1C *
* 0.504pg  0.504pg
* 0.3360C
* 0.3528kc
* 0.20160Mm
* 0.384pp
*
* 0.31752g;,

Tabela 27: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.18(b).

V primerjavi z algoritmom DIJKSTRA smo torej zamenjali seStevanje z mnoZze-
njem in obrnili primerjave, poleg tega pa smo $e ustrezno spremenili zacetne
vrednosti. Preslikava x — —log x poslje utezi na interval [0, c0], pri Cemer se
urejenost obrne, mnoZenje se pa nadomesti s seStevanjem — zgornji algoritem
je torej ekvivalenten algoritmu DIJKSTRA s tako preslikanimi utezmi, in ima
tako isto ¢asovno zahtevnost (tj., 0(n?), te za prednostno vrsto uporabimo
obicajen slovar, in O(mlogn), e za prednostno vrsto vzamemo kopico, kjer
je n Stevilo vozliS¢ in m Stevilo povezav v grafu).

(b) Potek izvajanja zgornjega algoritma je prikazan v tabeli 27, iz katere raz-
beremo, da je najvarnej$a pot LA - SF - RE - SLC - DE - KC - SL-CH, z
verjetnostjo, da nas ne oropajo, enako 0.31752.

Naloga 5.19.
Ideja algoritma je tesno povezana z algoritmom DIJKSTRA iz naloge 5.8. Ce so vse
vhodne razdalje pravilne, lahko predpostavimo, da so bile poiskane z Dijkstrovim
algoritmom. Ce torej sledimo poti, ki jo ta opravi, bomo lahko preverili prav vse
nastavljene razdalje § ,.
function RAZDALJE(G = (V,E),s€ V,L: E — Ry, (0,)pev)
if 55 # 0 then
return FALSE
end if
doseZeni — slovar z vrednostjo FALSE zavsak ve V
—1s]
while —¢.isEmpty() do
u<—£.pop()
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Slika 95: Primer grafa za nalogo 5.19.

doseZeni[u] — TRUE
for v € ADJ(G, u) do
ifo,+Ly, =06, then
if " dosezZeni[v] then
¢.append(v)
end if
elseif 5, + L,, <6, then
return FALSE
end if
end for
end while
return Vv € V : doseZeni[v]
end function

V primeru, ko vrednosti §, ustrezajo razdaljam od s, bo algoritem deloval
pravilno, kar sledi iz pravilnosti Dijkstrovega algoritma in predpostavke, da so
vsa vozlis¢a dosegljiva iz s.

Ce bo za neko vozlis¢e v vrednost &, manjsa od razdalje dg(s, v), potem
algoritem vozli$¢a v ne bo oznacil. Ce pa je vrednost §, ve¢ja od razdalje dg(s, v),
algoritem morda lahko oznaci vozlisce v, a se to lahko zgodi le, ¢e pridemo do
njega z manj kot optimalno potjo — to vozlisce je torej dosegljivo Se iz vsaj ene
druge poti. Predpostavimo, da je ¢ najvisje vozlisce v drevesu najkrajsih poti, ki
ga algoritem oznaci, Ceprav velja §; > dg(s, t), in naj bo r njegov predhodnik v
drevesu. Ker velja 6, = dg(s, ), bo algoritem pri pregledovanju sosedov vozlis¢a
r ugotovil, davelja §, + L;; < §, in torej vrnil FALSE.

Algoritem pregleda vsako vozlis¢e najvec¢ enkrat in pri vsakem njegovem
sosedu porabi konstantno ¢asa. Casovno zahtevnost lahko torej izracunamo kot

Y (01) +degg(w) - O(1)) = O(V]) + O(E]) = O( V| + |E).
veV

Poglejmo si, kako algoritem deluje na grafu G = (V, E) s slike 95, pri cemer
vzamemo 6, = dg(a,v) za vsak v € V\ {f} in 67 = 16. Izvajanje algoritma z
zaCetnim vozliS€em a je prikazano v tabeli 28. Na zadnjem koraku so vsa vozlica
oznacena, a velja d,, + L, < 6, tako da algoritem vrne FALSE.
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u v|d, 6, Ly, | doseZen[v]
a b| 0 2 2 FALSE
a c¢| 0 1 1 FALSE
b d| 2 6 4 FALSE
c e | 1 2 1 FALSE
d f| 6 16 10 FALSE
e f| 2 16 1 TRUE

Tabela 28: Potek izvajanja algoritma na primeru s slike 95 za nalogo 5.19.

Naloga 5.20.

(@

(b)

(9]

Konstruiramo graf G, katerega vozli¢a so kraji z naSega seznama, med voz-
lis¢ema pa je povezava, Ce lahko cesto med ustreznima krajema prevozimo
v enem dnevu. Ce vozliséi s in ¢ predstavljata zacetno tocko in destinacijo,
potem lahko na grafu G izvedemo iskanje v §irino z zacetkom v vozlisCu s ter
v dobljenem drevesu pois¢emo pot do vozlis¢a .

Iz grafa G izpeljemo graf G, ki ga dobimo tako, da odstranimo notranja
vozli§¢a poti iz prej$nje tocke (tj., s in ¢ pustimo v G'). Potem lahko na grafu
G' izvedemo iskanje v §irino z zaCetkom v vozlis¢u ¢ ter v dobljenem drevesu
pois¢emo pot do vozlisca s.

Iskanje v $irino na grafu G s slike 20 nam da drevo s slike 96, s katere je
razvidna pot L] - WI - BN - LU — AM. Graf G’ torej dobimo tako, da iz G
odstranimo vozlis¢a WI, BN in LU. Iskanje v $irino nam da drevo s slike 97, s
katere je razvidna povratna pot AM — BL-PR-BS-BU - 1J.

Naloga 5.21.

(a) Drevo iskanja v globino je prikazano na sliki 98, pri Cemer sta pri vsakem

vozlis€u u prikazani Se vrednosti (¢, p,).

Prerezna vozlis¢a grafa s slike 21 so a, b in c. Koren drevesa iskanja v globino
a je prerezno vozlisCe, ker ima vec kot enega naslednika. Ostala prerezna
vozli§¢a prepoznamo po tem, da imajo takega naslednika v drevesu iskanja
v globino, da v njegovem poddrevesu ni vozliS¢ s precnimi povezavami do
predhodnikov obravnavanega vozlis¢a — drugace povedano, notranje vozlisce
u v drevesu iskanja v globino je prerezno vozlis¢e natanko tedaj, ko obstaja
njegov naslednik w, za katerega velja p,, = ¢,,.

(b) Zapisimo rekurzivno formulo.

pu=min({py | weVu—w}u{lylweV,u~wvu=uw}
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Slika 96: Drevo iskanja v §irino na grafu G za nalogo 5.20.

BL BX

BU V)
W) 29

Slika 97: Drevo iskanja v §irino na grafu G’ za nalogo 5.20.
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Slika 98: Drevo iskanja v globino za nalogo 5.21.

(c) Zapisimo psevdokodo za funkcijo PREVISIT.

function PREVISIT(u, v)
if v = NULL then
l,<0
else
by—0,+1
end if
end function

(d) Zapisimo psevdokodo za funkcijo POSTVISIT.

function POSTVISIT(u, V)
if (v =NULLA|ADJ(G,uw)| > 1)V (v #NULLAJw € ADJ(G, ) : py = ¢,) then
izhod. append(u)
end if
pu—min({py | w e ADIG, u) A,y > 0} U{ly | w e ADI(G, u) v w = u})
end function

(e) Iskanje v globino tece v ¢asu O(m + T), pri Cemer je m Stevilo povezav v
grafu, T pa je ¢as, porabljen za klic funkcij PREVISIT in POSTVISIT za vsako
vozlisce grafa. Funkcija PREVISIT teCe v konstantnem casu, klic funkcije
PostTviISIT(u, v) pa teCe v ¢asu O(dg(u)), kjer je dg(u) stopnja vozlisc¢a u v
grafu G. Ker je vsota stopenj vozliS¢ grafa enaka dvakratniku Stevila povezayv,
lahko sklenemo, da celoten algoritem tece v casu O(m).
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Naloga 5.22.

(@

(b)

(9]

Topolosko ureditev dobimo z uporabo algoritma ToPO iz naloge 5.14(a).
Dobimo [s,b,a,d, h,e,c, f,i,g,t]. Graf v tej ureditvi si lahko ogledamo na
sliki 99.

NajkrajSo pot od vozli§ca s do vozlisca ¢ lahko izracunamo z algoritmom
NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.14(b). Ta nam vrne pot s—a—d — h— i — t dolZine
11. Delovanje algoritma si lahko ogledamo v tabeli 29.

Ker se algoritem odloc¢a neodvisno od svojih prejsnjih odlocitev, so vsi do-
godki neodvisni. Verjetnost, da pridemo do vozli§¢a v, bo vsota verjetnosti
vseh dogodkov potovanja po (razlicnih) poteh, ki se koncajo v v. Verjetnost
potovanja po doloceni poti pa bo produkt verjetnosti potovanja po vsaki
vsebujoci povezavi. Za verjetnosti q, v usmerjenem aciklicnem grafu torej
velja zveza

qv = Z Puvqu
U—v
qs = ]..

Vrednosti g, bomo iskali po topoloskem vrstnem redu.
function DAGVERJETNOSTI(G = (V,E), s,/ : E — Ry)
g — slovar z vrednostjo 0 za vsako vozlis¢e v € V
qls] —1
for u e Toro(G) do
P — Xweavigw) Cuw
for v € ADJg(u) do
qlvl = qlvl+qlulluy/p
end for
end for
return g
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m), saj gremo po vsaki povezavi preko
vsakega vozli§ca enkrat, pri cemer pa moramo seveda poskrbeti, da vsote v
Stevcu definicije vrednosti p,,, ne racunamo vsakic sproti, pac pa to storimo
pred posodabljanjem verjetnosti sosedom vozlisc¢a u.

Naloga 5.23.

(a) Imamo neusmerjen graf G = (V, E) z uteZmi na vozlis¢ih ¢, (u € V) in poveza-

vah ¢, (uv € E). Problem bi bilo najlazje resevati z Dijkstrovim algoritmom
na usmerjenem grafu D = (V, A), kjer je A= {uv,vu| uv € E} mnoZica usme-
rjenih povezav, z utezmi Ly, = €, + ¢, (uv € A).

(b) Potek reSevanja problema je prikazan v tabeli 30. Najcenej$a pot od L] do BX

je L] -WI - BN - LU - BX s ceno 150.
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Slika 99: Predstavitev topolosko urejenega grafa za nalogo 5.22(a).

Tabela 29: Potek izvajanja algoritma NAJKRAJSAPOT za nalogo 5.22(b).
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u v | predlv] dglv]
s a S 2
s b N 3
s ¢ s 5
b a N 2
b ¢ s 5
b e b 9
b f b 7
a d a 8
d e b 9
da g da 14
d h d 9
h e b 9
h g d 14
h i h 10
h t h 12
e ¢ s 5
e f b 7
e g e 13
g t h 12
c f b 7
i h 10
it i 11



u v Q BX AM BL PR BS PA LU BN WI BU MO VE LJ 7G
[(L], 0)] o oo oo oo o oo oo oo oo oo ) oo 0 oo
L VE [(VE, 35)] SSU
1 WI [(WI, 33), (VE, 35)] 331y
L G [(ZG, 20), (WI, 33), (VE, 35)] 201,]
L BU [(ZG, 20), (BU, 25), (WI, 33), (VE, 35)] 25U
G 1 [(BU, 25), (WI, 33), (VE, 35)]
7G BU [(BU, 25), (WI, 33), (VE, 35)]
BU Ly [(W], 33), (VE, 35)]
BU | 76 [(WI, 33), (VE, 35)]
BU WI [(WI, 33), (VE, 35)]
BU BS [(WI, 33), (VE, 35), (BS, 40)] 40BU
WI L] [(VE, 35), (BS, 40)]
WI BU [(VE, 35), (BS, 40)]
WI BS [(VE, 35), (BS, 40)]
WI PR [(VE, 35), (BS, 40), (PR, 53)] S3wr
WI BN [(VE, 35), (BS, 40), (PR, 53), (BN, 68)] 68Wl
VE Ly [(BS, 40), (PR, 53), (BN, 68)]
VE MO [(BS, 40), (PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)] 79VE
BS BU [(PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)]
BS WI [(PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)]
BS PR [(PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)]
PR BS [(BN, 68), (MO, 79)]
PR WI [(BN, 68), (MO, 79)]
PR BL [(BN, 68), (MO, 79), (BL, 83)] 83pRp
BN WI [(MO, 79), (BL, 83)]
BN MO [(MO, 79), (BL, 83)]
BN LU [(MO, 79), (BL, 83), (LU, 101)] 101N
MO VE [(BL, 83), (LU, 101)]
MO BN [(BL, 83), (LU, 101)]
MO PA [(BL, 83), (LU, 101), (PA, 133)] 133p0
BL PR [(LU, 101), (PA, 133)]
BL AM [(LU, 101), (AM, 127), (PA, 133)] 12781,
LU BN [(AM, 127), (PA, 133)]
LU AM [(AM, 127), (PA, 133)]
LU BX [(AM, 127), (PA, 133), (BX, 150)] 1501 1y
LU PA [(AM, 127), (PA, 133), (BX, 150)]
AM BL [(PA, 133), (BX, 150)]
AM LU [(PA, 133), (BX, 150)]
AM BX [(PA, 133), (BX, 150)]
PA MO [(BX, 150)]
PA LU [(BX, 150)]
PA BX [(BX, 150)]
BX AM []
BX LU []
BX PA [1
Tabela 30: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.23.
Naloga 5.24.
(a) Trditev ni resni¢na. Protiprimer je podan na sliki 100, ki z rdec€o barvo pri-

(b)

(9]

kazuje drevo najkraj$ih poti iz vozli§¢a a — to ne vsebuje najkrajse povezave
bc.

Trditev je resni¢na. Da jo dokaZemo, predpostavimo, da vpeto drevo T ne
vsebuje najkrajSe povezave e. Potem graf T + e vsebuje cikel, ki vsebuje
povezavo e’ # e. Po predpostavki je povezava e’ daljsa od povezave e, tako da
je graf T + e — €’ vpeto drevo v grafu G z manj$o dolzino kot T. Drevo T tako
ne more biti minimalno vpeto drevo.

Otitno je, da je vsako vpeto drevo v G’ tudi vpeto drevo v G. Naj bo T drevo,
ki je vpeto v grafu G, ne pa tudi v grafu G'. Drevo T potem vsebuje povezavo
e. Naj bo ¢’ povezava iz C — e - po predpostavkije T' = T — e + ¢’ vpeto drevo
v G, katerega dolzina ni ve¢ja kot dolzina drevesa T. Ker pa T’ ne vsebuje
povezave e, je tudi vpeto drevo v grafu G'. Dolzina minimalnega vpetega
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Slika 100: Protiprimer za nalogi 5.24(a) in 5.28(a, c).

drevesa Tpin v G’ tako ne presega dolZzine nobenega vpetega drevesa v G,
zaradi ¢esar lahko sklenemo, da je T tudi minimalno vpeto drevo v G.

Naloga 5.25.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function FLOYDWARSHALL(G = (V,E),L: E — R)
d — slovar z vrednostjo oo za vsak par vozli$¢ u, v e V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsak par vozlis¢ u,ve V
for ue Vdo
dlu,u] <0
end for
for uv e Edo
dlu,v] < Lyy
pred(u, vl — u
end for
for we Vdo
for ue Vdo
if dlu, w]+ d[w, u] <0 then
return graf ima negativen cikel
end if
for ve Vdo
{ —dlu,w]+dlw,v]
if / < d[u, v] then
dlu,vl ¢
pred(u, v] — pred[w, V]
end if
end for
end for
end for
return (d, pred)
end function

Po vsakem obhodu zunanje zanke for slovar d vsebuje dolZine tistih najkrajsih
poti, ki v svoji notranjosti (tj., brez zacetnega in kon¢nega vozlisc¢a) obiscejo le
tista vozlis¢a, ki jih je ta zanka Ze obravnavala. Algoritem pri tem preverja, ali
je naSel zanko negativne dolzine — tedaj sklene, da v grafu obstaja negativen
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wl|ul|v|dluv]| predlu,v] w|ul|v|dluv]| predlu,v]
a|b 3 a el|lalg| 13 e
al|f 6 a e|blg 10 e
b|c 7 b e|clgl| 12 e
b|e 9 b e|d|g 19 e
c|d| -7 c g|bl|f 9 g
a|b 9 d glc|f| 11 g
d|h 4 d gldl|f]| 18 g
e|d 1 e glel|f 0 g
el g 1 e glh|f]| -6 g
flg| 8 f hia|f| 1 4
gl fl -1 g hla|g 2 h
hlg| -5 h h|b|f| -2 g

bla|c 10 b h|b|lg| -1 h

b|lal|e 12 b hic|f] -9 g

b|d|c 16 b h|lclg| -8 h

b|d|e 18 b h|d|f| -2 g

clald 3 c h|d|g| -1 h

c|bld 0 c hie|f| -1 g

d|al|h 7 da hle|g 0 h

d|b|h 4 d

dlc|b 2 d

d|cl|e 11 b

dlc|h| -3 d

dle|b| 10 d

dle|c 17 b

dle|h 5 d

Tabela 31: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.25.

cikel. Ce graf nima negativnih ciklov, po izhodu iz zunanje zanke slovar d vsebuje
dolzine najkrajsih poti med vsemi pari vozli§¢. Casovna zahtevnost algoritma je
0(n3), Kjer je n §tevilo vozlis¢ grafa.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 16 je prikazan v tabeli 31 (prikazani
so samo koraki, ko se katera od vrednosti v slovarju d spremeni). IzraCunane
razdalje so povzete v tabeli 32, v kateri je prikazano tudi, preko katerega vozli§ca
gre pot, preden obisce ciljno vozli§¢e (prazni vnosi pomenijo, da ustrezna pot ne
obstaja).

Naloga 5.26.

Dano cestno omreZzje lahko predstavimo kot usmerjen graf G, kjer utezi pred-
stavljajo ¢as potovanja po cestni povezavi. Na grafu G lahko uporabimo Floyd-
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a b c d e f g h

a0 3; 10, 3. 12, 1y 2n Td
b 0 7y O 9 -2 -1y 44
c 24 0 -7, 11, -9¢ -8, -34
d 94 16, 0 18, -2 -1p 44
e 10 17, 1, 0 -1g Op 54
f 0 8y

g -lg 0

h —6g -5 0

Tabela 32: NajkrajSe razdalje za nalogo 5.25.

Warshallov algoritem, opisan v resitvi naloge 5.25, za izraCun razdalje med vsemi
pari vozlis¢. Nato zgradimo dvodelen graf H, v katerem imamo po eno vozli§¢e
za vsakega ponesrecenca in po [{] vozliS¢ za vsako bolni$nico, vozli§¢i pa sta
povezani, Ce je razdalja od ponesrecenca do bolni$nice v grafu G najvec pol ure.
Na grafu H nato z madZarsko metodo poi$¢emo najvecje prirejanje M. Ce ima
najdeno prirejanje n povezav, potem smo nasli ustrezno dodelitev ponesrecencev
bolni$nicam, sicer pa ta ne obstaja.

Naloga 5.27.

(@) Najbo G = (V, E) graf, v katerem i§¢emo iskano resitev. Za iskanje najdrazje
poti v grafu bomo uporabili predelano razli¢ico algoritma BELLMANFORD
iz reSitve naloge 5.13. Za razliko od algoritma BELLMANFORD nas$ algoritem
za namen problema shranjuje predhodnike za vsako najkraj$o pot, najdeno
v posameznem obhodu glavne zanke, te pa uporabi pri iskanju poti, ki jo
na koncu tudi sestavi s pomocjo pomozne funkcije REKONSTRUIRAJPOT. V
algoritmu Ze pred izvajanjem zank nastavimo zacetne vrednosti spremenljivk
konec in globina, ki jih med samim algoritmom posodabljamo v primeru
najdenega vecjega zasluzka.

function MAKSIMALNIDOBICEK(G = (V,E),se V,L: E —R)

dlo,...,|V|] — seznam slovarjev z vrednostjo —oo za vsako vozli§¢e v € V
pred[l,...,|V|] — seznam slovarjev z vrednostjo NULL za vsako vozli§¢e v € V
AN
i—0
trenutna — {s}
konec, globina — s,0 nastavimo zacetne vrednosti
while —trenutna.isEmpty() do
i—i+1
if i > |V| then obstaja pozitiven cikel
w — trenutna.pop() z w oznacimo konec poti, ki vsebuje cikel
pot — REKONSTRUIRAJPOT(pred, w, | V) naredimo pot do w

konec — NULL
pregledani — prazen slovar
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forj=0,1,...,|V|do v poti poi§€emo vozliiCe, ki se pojavi dvakrat
u — pot[jl
if u € pregledani then najdena ponovitev
h — pregledani[u] lo¢imo pot na pot do cikla in cikel
return (oo, pot[0,1,..., h],potlh+1,h+2,...,j])
end if
pregledani[u] — i
end for
end if
naslednja — prazna mnoZzica
for ue Vdo
dli][u] — d[i—-1][u]
predli][u] — u
end for
for u € trenutna do
for v € ADJ(G, u) do
ifdlil[v] <d[i—1][u] + Ly, then najdemo vecji zasluzek do v
dli][v] < dli—1]{u] + Lyy
pred[i][v] — u
naslednja.add(v)
if d[il[v] > d[globinal[konec] then

konec, globina — v, i najdemo nov najvecji zasluzek
end if
end if
end for
end for
trenutna — naslednja
end while v grafu ni pozitivnega cikla

return (d[globina] [konec], REKONSTRUIRAJPOT(pred, konec, globina), NULL)
end function

ZapiSimo $e nekoliko prirejeno funkcijo REKONSTRUIRAJPOT, ki deluje po-
dobno kot istoimenska funkcija v resitvi naloge 5.14.
function REKONSTRUIRAJPOT(pred, t, i)
u—t
pot — [f]
while i = 0 do
if u # pred[i][u] then
u — pred|[i][u]
pot.append(u)
end if
i—i-1
end while
pot.reverse()
return pot
end function

Casovna zahtevnost algoritma MAKSIMALNIDOBICEK je kot pri navadnem
Bellman-Fordovem algoritmu enaka O(mn), kjer je n Stevilo vozliS¢ in m
Stevilo povezav grafa.
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Slika 102: Resitev pri zacetnem stanju b za nalogo 5.27.

(b) Lahko se prepri¢amo, da je graf s slike 23 acikli¢en. Ce torej na njem izvedemo
algoritem iz tocke (a), bo ta vrnil kon¢no pot, ki torej ne predstavlja trajnega
dobickonosnega poslovanja.

V primeru, da zatnemo Vv stanju a, nam algoritem vine pota—c—d — f in
dobicek 10, enak dobic¢ek pa dosezemo tudi s potjoa—-c—-d—-e—-g—h—j.V
primeru, da zacnemo v stanju b, pa dobimo pot b—e— g —h— j in dobicek
11.
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Naloga 5.28.

Trditvi (a) in (c) sta napacni. Protiprimer dobimo, ¢e vzamemo graf s slike 100
ter mnoZici A = {a, c} in B = {b}. Potem je e = bc, toda nobena najkraj$a pot med
vozliS¢ema a in b ne vsebuje povezave e.

Trditev (b) je pravilna, saj lahko vzamemo najkrajSo pot med krajiS¢ema
povezave e. Vsaka pot med tema vozliS¢ema, ki ne vsebuje povezave e, namrec
vsebuje vsaj eno povezavo, ki je vsaj tako dolga kot e, zaradi pozitivnosti dolzin
povezav pa je taka pot vsaj tako dolga kot pot, ki sestoji samo iz povezave e.

Naloga 5.29.
Naj bodo (z;, k;) (i <i < n) pari z zacetnimi in kon¢nimi urami izpitov. Zapi-
§imo algoritem, ki re$i dani problem - ta bo klical algoritma NAJDALJSAPOT in
REKONSTRUIRAJPOT iz resitve naloge 5.14.
function NAJDALJSESTRNJENOZAPOREDJE({(z;, k,-)}lf‘zl)
V—{stz,kill<i<n}
E—{szj,zikj, kit|i<i<n}
forie{l,2,...,n}do
Lgz <0
Lk — ki = zi
Li;e <=0
end for
dg, pred — NAJDALJSAPOT(G = (V, E), s, L)
return REKONSTRUIRAJPOT(pred, t)
end function

Pri podanih podatkih algoritem najprej konstruira graf s slike 103, iz katerega

je razvidno, da je ena od najdaljsih poti od s do t doseZena s povezavami, ki
ustrezajo intervalom (7,10), (10,13) in (13,15).

Naloga 5.30.

Na grafu lahko ponovimo iskanje v §irino ali iskanje v globino z zacetkom v vsa-
kem vozliscu, ter preverimo, ali smo vsakic¢ dosegli vsa vozli§ca. V obeh primerih
je Casovna zahtevnost postopka O(mn), kjer je m Stevilo povezav in n Stevilo
vozlis¢ v grafu.

Naloga 5.31.
ZapiSimo psevdokodo algoritma, ki klice funkcijo Topro iz naloge 5.14(a).
function STEVILOVSEHPOTI(G = (V, E), s)
C — slovar z vrednostjo 0 za vsako vozlis¢e v € V
Cls]—1
for u € Toro(G) do
for v € ADJ(G, u) do
Clv] < Clv] + Clu]
end for
end for
return C
end function
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Slika 103: Graf za nalogo 5.29.

uls a b c d t

1 0 0 0 0 O
s{1 1 0 1 0 O
all 1 1 2 0 0
b|1 1 1 3 1 0
c(1 1 1 3 4 3
djl1 1 1 3 4 7

Tabela 33: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.31.

Potek izvajanja algoritma na grafu s slike 24 z zaCetnim vozli§¢em s, pri Cemer je
uporabljena topoloska ureditev s, a, b, ¢, d, t, je prikazan v tabeli 33.

Naloga 5.32.
S Primovim algoritmom bomo poiskali najlazje vpeto drevo v grafu s slike 25.
Algoritem deluje tako, da za¢ne z drevesom z enim samim (poljubno izbranim)
vozlis€em, nato pa v vsakem koraku v drevo doda najcenejsSo izmed povezav, ki
imajo natanko eno krajis¢e v drevesu, dokler v drevesu niso vsa vozli§¢a. Potek
izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 34, najcenejSe vpeto drevo s ceno 39 paje
prikazano na sliki 104. Skupna cena gradnje je torej 39 milijonov evrov.

Ce mora vsak most pridobiti $e potrdilo in§pektorjev, se resitev ne sprementi,
saj ima vsako vpeto drevo enako Stevilo povezav. Cena gradnje se v tem primeru
poveca na 45 milijonov evrov.
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dodano vozlisce | teZa drevesa | vrsta povezav
a 0 ad:5,ac:7
d 5 df:6,ac:7,dc:9,de: 15
f 11 ac:7,dc:9,fe:10,fg:11,de: 15
c 18 ce:7,cb:8,fe:10,fg:11,de: 15
e 25 eb:5,cb:8,eg:9,fg:11
b 30 eg:9,fg:11
g 39

Tabela 34: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.32.

Slika 104: NajcenejSe vpeto drevo za nalogo 5.32.

Naloga 5.33.

Ker v grafu s slike 26 ni negativnih uteZi, bomo najcenej$o pot poiskali z Dijkstro-
vim algoritmom. Potek algoritma je prikazan v tabeli 35, pri ¢emer so uporabljene
oznake iz algoritma DIJKSTRA iz naloge 5.8. Iz kon¢nega stanja lahko razberemo,
daje najcenejSapot s—a—c—d—tsceno 13.

Naloga 5.34.

(a) Skonstruiramo graf, v katerem vsakemu delegatu priredimo vozlisce; ¢e de-
legata X in Y govorita skupni jezik pri stopnjah obvladovanja sx in sy, med
njima postavimo povezavo z uteZjo max{sy, sy} (e govorita ve¢ skupnih
jezikov, potem zadostuje ena sama povezava med X in Y, in sicer tista z
najmanj$o utezjo). Na tem grafu nato poiS¢emo najcenejso pot od A do B,
kar lahko storimo z Dijkstrovim algoritmom, saj so vse uteZi nenegativne.
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u|v Q s a b ¢ d e f t

s:0 0 co oo o0 00 0O 0O 00
S| a a:2 0 2 o0 0O 0O OO OO OO
s|c a:2,c:5 0 2, o0 b5y 00 00O 0O 00
s|e a:2,e:4,c:5 0 2 oo b5y o0 4 00 ©0
a|b e:4,c:5b:14 0 25 14, 55 oo 4 o0 ©0
alc c:4,e:4,b:14 0 2, 14, 4, oo 4; o0 o0
al|d|c:4,e:4,d:9,b:14 |0 2, 14, 4, 9, 4s oo o0
cld e:4,d:8,b:14 0 25, 14, 4, 8, 4; oo o0
c|le e:4,d:8,b:14 0 25 14, 4, 8, 4; oo oo
c|fle:4f:7,d:8b:14 |0 2, 14, 4, 8, 4y 7. oo
el f f:7,d:8,b:14 0 25 14, 4, 8, 4, 7, oo
fld d:8,b:14 0 2, 14, 4, 8. 4, 7, oo
fle| d:8b:14,6:14 |0 2, 14, 4, 8. 4, 7. 14y
d|t t:13,b:14 0 25 14, 4, 8. 4y 7, 13,4
t|b b:14 0 2, 14, 4, 8. 4s 7. 134

Tabela 35: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.33.

Frank Ivan Paul-Henri Brigitte Andrej Wolfgang Jafar

* 20Frank 95Frank 90Frank  80Frank
* 30mwan
60yafar *
* 7SBrigitte  /OBrigitte

*

Tabela 36: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.34(b).

(b) Po zgornjem postopku zgrajeni graf je prikazan na sliki 105. Postopek izvaja-
nja Dijkstrovega algoritma z zacetkom pri Franku je prikazan v tabeli 36, iz
katere je razvidno, da bo Frankovo sporocilo najhitreje (v 75 ¢asovnih eno-
tah) doseglo Wolfganga, ¢e ga v §panscini preda Ivanu, ta ga v rusc¢ini preda
Jafarju, ta ga v nizozems§cini preda Brigitte, ki ga nazadnje v nem§cini preda
Wolfgangu.

Naloga 5.35.

(a) Problem lahko prevedemo na problem iskanja najcenejse poti od s do ¢ v
grafu, kjer je vsaka povezava utezena s Stevilom, ki je za 1 vecje od §tevila
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Slika 106: Graf in najkraj$a pot za nalogo 5.35.

rozic na tej povezavi. Ker so utezi nenegativne, lahko za reSevanje uporabimo
Dijkstrov algoritem.

(b) Postopek izvajanja Dijkstrovega algoritma na grafu s slike 106 z zacetkom
pri s je prikazan v tabeli 37, iz katere je razvidno, da je najkrajsa pot s—y —r,
zanjo pa Gaber potrebuje 8 casovnih enot.

Naloga 5.36.

(a) Definirajmo graf G = (V, E), katerega mnoZica vozli§¢ V c R? je enaka vhod-
nemu seznamu koordinat, za par razli¢nih vozlis¢ v;, v; € V pavelja (v;, vj) €
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(b)

Tabela 37: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.35(b).

E natanko tedaj, ko ||v; — v;| < d. VozlisCi sta torej povezani, Ce je razdalja
med njima manj$a od d, kar pomeni, da Rok lahko skoc¢i iz ene na drugo.
Sedaj moramo ugotoviti, Ce je tocka, na kateri pociva Neli, dosegljiva Roku,
za kar pa imamo na voljo algoritma DFS iz naloge 5.12 in BFS iz naloge 5.6.
ZapiSimo kratek algoritem, pri cemer upoStevamo, da je s list, na katerem
sedi Rok, in ¢ list, na katerem sedi Neli.
function ZABE(G = (V, E), 5, 1)
oznacen — slovar s kljuci v € V in vrednostmi FALSE
function VISIT(u, v)
oznacen[u] — TRUE
end function
BFS(G, {s}, VISIT)
return oznacen|t]
end function

Po zgornjem opisu lahko torej poveZzemo dane tocke v ravnini in dobimo
graf G, prikazan na sliki 107. Graf je seveda neusmerjen, saj smo povezave
definirali s simetri¢no relacijo. Za uteZi smo vzeli razdalje med tockami, a
jih za resitev naloge ne bomo potrebovali. Sedaj s klicem ZABE(G, (0,0), (8, 8))
ugotovimo, da Nelino vozlis¢e Roku ni dosegljivo.

Naloga 5.37.

(a)

(b)

Na grafu G bomo s Primovim algoritmom poiskali najlaZje vpeto drevo. Za
priklop na zunanje omrezje bomo izbrali sobano, za katero je priklop najce-
nejsi.

Potek izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 38, najcenejSe vpeto drevo s
ceno 17 guldov pa je prikazano na sliki 108. Za priklop na zunanje omreZje
bomo uporabili sobano g, kjer priklop stane 3 gulde. Skupna cena je torej 20
guldowv.
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Slika 107: Graf dopustnih skokov za nalogo 5.36.

dodano vozlis€e | teZza drevesa | vrsta povezav
a 0 ad:3,ab:4,ac:4
d 3 df:3,ab:4,ac:4
f 6 ab:4,ac:4,fc:4,fg:5
b 10 be:2,bc:3,ac:4,fc:4,fg:5
e 12 ec:1,bc:3,ac:4,eg:4,fc:4,fg:5
c 13 eg:4,fg:5
g 17
Tabela 38: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.37.
Naloga 5.38.

(a) Vtabeli 39 je prikazan vrstni red barvanja vozli§¢ v rumeno barvo, pri cemer
se obarva vozlis¢e v ali u. ZabeleZeno je tudi, kdaj se spremeni vrednost
Stevca s.

(b) Algoritem vraca §tevilo povezanih komponent grafa. [zvaja namrec¢ pregled v
§irino, pri cemer se Stevec poveca vsakic, ko naleti na vozlisce, ki ga ni dosegel
po predhodnih povecevanjih Stevca.
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(9]

Slika 108: NajcenejSe vpeto drevo za nalogo 5.37(b).

v w u Q

[a]
a e |e]
2 b [b]
b c¢ Ic]
d [cd]

Tabela 39: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.38.

Casovna zahtevnost algoritma je O(n + m), kjer je n Stevilo vozlis¢, m pa
Stevilo povezav podanega grafa. Algoritem namrec z zunanjo zanko obisce
vsako vozlis€e enkrat, z notranjo zanko pa vsako povezavo dvakrat.

Naloga 5.39.

(@

(b)

Problem lahko prevedemo na problem iskanja najcenejsih poti od vozlis¢a s
do ostalih vozlis¢ v grafu, kjer je vsaka povezava uteZena s Stevilom, ki je za 1
vecje od uteZi na ustrezni povezavi v grafu G. Vrnemo vozlisce, do katerega je
najdena pot najdraZzja.

Ker so uteZi nenegativne, lahko za re§evanje uporabimo Dijkstrov algoritem.

Ce za prednostno vrsto uporabimo seznam, potem ta te¢e v ¢asu O(n?) (v
n?
logn
goritma, pri kateri za prednostno vrsto uporabimo kopico, saj ta tece v ¢asu

O(mlogn)).

primeru, ko je Stevilo povezav m = O( ), potem bo hitrejsa razli¢ica al-

Postopek izvajanja Dijkstrovega algoritma na grafu s slike 109 z zacetkom pri
s je prikazan v tabeli 40, iz katere je razvidno, da bo informacijo nakasneje
dobil racunalnik z, in sicer po 6 ms.
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* 5, 6,

Tabela 40: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.39(b).

Naloga 5.40.

(a) Denimo, da za vsako povezavo e € E poznamo njeno uteZ w,. Naj bo x,
(u € V) najvecji dobicek, ki ga lahko Marco doseZe, ¢e svojo pot konca v
vozlis¢u u. ZapiSimo rekurzivne enacbe.

Xy =max({0} U {x, + wy, | vuekE}) (ueV)

Vrednosti x, racunamo glede na topolosko ureditev grafa. Optimalni dobicek
dobimo kot x* = max{x, | u € V}, optimalno pot pa lahko rekonstruiramo
glede na vrednosti, ki smo jih uporabili pri ra¢unanju x*. Casovna zahtevnost
algoritma je O(n+ m), kjer je n Stevilo vozli§¢, m pa Stevilo povezav podanega
grafa.
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(b) Izracunajmo vrednosti x,. Uporabili bomo abecedni vrstni red vozlis¢, za
katerega opazimo, da ustreza topoloski ureditvi.

Xq =0
Xp =max{0,0+ (1)} =0
X =max{0,0+1} =1
Xxq = max{0,0 + 6} =6
Xe =max{0,0+10,6 + 5} =11
xf=max{0,0+6,1+5} =6
Xxg =max{0,1+ 10,6+ 5} =11
Xp =max{0,6+5,11 +2} =13
x; =max{0,11 + (-2),6 + 5} =11
Xj= max{0,13+(-5),11+(-2)} =9
X, = max{0,9 + 8} =17
X¢ =max{0,11+3,11 +1} =14

Najvecji dobicek, ki si ga lahko obeta Marco, je torej x* = 17. Rekonstruirajmo
pot, ki nam da tak dobicek.

X=X =X+ wik gre po povezavi jk
Xj =X+ wij gre po povezavi i j
Xi=Xp+wp gre po povezavi fi
Xf=Xc+ W gre po povezavi cf
Xe=Xg+ Wac gre po povezavi ac
X;=0 zacne v vozlis¢u a

Optimalna pot je torej a — ¢ — f — i — j — k. Ker velja tudi x7 = x; + wyy
in x, =0, je druga optimalnapotb— f —i— j— k.

Naloga 5.41.

(a) Na grafu s slike 32 s Primovim algoritmom poi$¢emo najcenejse vpeto drevo.
Potek izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 41, najcenejSe vpeto drevo s
ceno 87 pa je prikazano na sliki 110.

(b) Poiskati Zelimo najcenejsi gozd F na povezavah danega grafa, tako da v grafu
obstaja povezava med vsakim parom povezanih komponent gozda F. Ce v
danem grafu skr¢imo vse povezave iz F, bomo torej dobili poln graf's tolik-
$nim §tevilom vozli$¢, kolikor ima F povezanih komponent — tak poln graf je
torej minor v danem grafu.
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dodano vozlisce | teza drevesa

vrsta povezav

0

2

9
15
23
28
38
44
52
62
77
87

N~ T QAT o

ac:2,ab:7,ad:10

ab:7,cd:8,ad:10,cg:14
bf:6,cd:8,ad:10,be:10,cg:14
cd:8,fe:8,ad:10,be:10,cg:14,fj:16
de:5,fe:8,be:10,cg:14,fj:16
eh:10,cg:14,fj:16,ej:18
hi:6,hg:12,hk:12,cg:14,fj:16,ej:18
ik:8,hg:12,hk:12,cg:14,ij:15,fj:16,ej:18
kg:10,hg:12,cg:14,ij:15,k¢:15,fj:16,ej:18
ij:15,kf:15,fj:16,ej:18

j€:10,k€:15

Tabela 41: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.41(a).

Ker je graf s slike 32 ravninski in torej ne vsebuje minorja Ks, bo iskani gozd
imel najvec 4 povezane komponente. Iskanja optimalne resitve se torej lahko
lotimo tako, da najvec trem povezavam spremenimo uteZ na 0 ter s Primovim
algoritmom pois¢emo najcenejse vpeto drevo v takih grafih (Ce se v njem
pojavi povezava, ki smo ji uteZ nastavili na 0, smatramo, da te ceste ne bomo
prenovili). IzkaZe se, da je optimalna resitev taka kot na sliki 110, pri cemer
izpustimo povezave cd, eh in i j. Skupna cena obnove je v tem primeru 54.

Naloga 5.42.

Naj bo e = (s, ). Ce preverimo obstoj poti od s do ¢, ki ne vklju¢uje povezave e,
bomo s tem resili nalogo, saj tak$na pot obstaja natanko tedaj, ko je v grafu cikel,
ki vsebuje povezavo e. Ideja bo torej uporabiti algoritem DFS iz naloge 5.12 na
grafu G\ {e} z zaCetkom v s in tako preveriti, ¢e lahko pridemo do r.

function CIKEL(G = (V, E), e = (s, 1))

G —G\{e}

oznaceni — slovar s klju¢i v € V in vrednostmi FALSE

function VISIT(u, v)
oznaceni[u] — TRUE
end function
DFS(G’, {s}, VisiT,NoOP)
return oznaceni[ t]
end function
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Slika 110: Najcenejse vpeto drevo za nalogo 5.41.

s ¢ f a e i j b h k d g =z
0 05 O O 4 54 5q 9. 10; 15]' 16, 145 194

Tabela 42: Izracunane vrednosti v algoritmu za nalogo 5.43(b).

Naloga 5.43.

(a) Ustrezni graf je prikazan na sliki 111, iz katere je razvidna topoloska ureditev
s,¢, f,a,ei,j,bh,k,d,g,z VozliiCe s je bilo dodano kot izhodiS¢na tocka s
povezavami dolZine 0 do predmetov, h katerim lahko Peter pristopi takoj.

(b) S pomocjo algoritma NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.14(b) poi§¢emo razdalje od
vozlisca s do ostalih vozliS¢ grafa — te so zbrane v tabeli 42. Iz izhoda lahko
rekonstruiramo najkraj$o pot s —a—i— h— g — z dolzine 19, ki je prikazana
tudi na sliki 111. Peter naj torej zaporedoma opravi predmete a, i, h in g, kar
mu bo omogocilo, da po 19 tednih pristopi k zaklju¢nemu izpitu.
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Slika 111: Graf in najkraj$a pot za nalogo 5.43.

Naloga 5.44.
(a) Definirali bomo usmerjen graf G' = (V', E'), kjer je

V' ={s,tlu{va,vglveV\{st}} in

E' ={uxvy|luve X\Y, X,Y€{A B}, u,vegis, t}}
Ui{svy |sve E\Y, Ye{A B}, ved{s t}}
Ul{uxtlute X, Xe{A B}, ud{s, t}}
U{st|steE}.

Cene povezav ohranimo - velja torej

Lyyvy = Luv (uxvy € B,

L;yy =Ly (svy € EN,

Lyyr=Lut (uxte E),

Ly =Ly (ste E).
Z Dijkstrovim algoritmom lahko pois€emo najkrajso pot od s do t v grafu
G, ki bo oblike s — wg(ll) - wgi) — = wgfk) —t, kjervelja X; e {A,B} (1 <i<
k) in X;11 # X; = Xj12 (1 =i < k—2). Iz te poti lahko izlu§¢imo najkraj$o

alternirajo¢o pot s — w® — w® — ... — w® — ¢y grafu G.

Graf G’ ima 2n—2 vozli§¢ in m povezav, kjer je n $tevilo vozlis¢ in m Stevilo po-
vezav v grafu G. Ce v Dijkstrovem algoritmu za prednostno vrsto uporabimo
kopico, je casovna zahtevnost algoritma tako O(mlogn).
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(b)

TrenutnovozliSCe | s r4 g Uax U Va U Wa Wpg t
0 co o0 00 0 o 00 00 00 o0

s 0 oo 4, 10 o0 00 1y, oo 12
wa 0 oo 3y, 104 oo o0 24, 1y oo 12
1] 0 4,, 3w, 104 o0 o0 2y, 1y oo 12
rB 0 4,, 3w, 10s oo 5/ 24, 1l o0 104
ra 0 4,, 3w, 10s oo 5, 24, 15 64, 10,
va 0 4y, 3w, 105 7y, 5 24, 15 64 105
wg 0 4y, 3w, Ows, 7v, 5 2w, 15 64, 10,
up 0 4y, 3w, Bwz 7v, 51 2w, 1ls 6., 10,
Us 0 4y, 3w, 9wy, 7v, 5 2w, 15 65, 10,
t 0 4y, 3w, 9wz 7v, 51 2w, 1l 6., 10,

Tabela 43: Potek reSevanja za nalogo 5.44(b).

Potek izvajanja Dijkstrovega algoritma na pomoZnem grafu G’ je prikazan
v tabeli 43. NajkrajSa pot v grafu G’ je s — w4 — rg — t dolzine 10, kar ustreza
najkrajsi alternirajoci poti s — w —r — t v grafu G.

Naloga 5.45.

(a)

(b)

(9]

Algoritem BFS iz naloge 5.6 vrne Zeleni slovar. Ker lahko koren poljubno
izberemo, lahko slovar pred dobimo s klicem BFS(T, V,NOOP). Neposredni
nasledniki vozlis¢a u v drevesu T so tisti njegovi sosedi v € ADJ(T, u), za
katere velja v # pred[u].

Naj bosta x, in y,, teZi najteZje neodvisne mnozice S v poddrevesu s korenom
u (glede na slovar pred), za katero velja u € S oziroma u ¢ S. Potem velja

Xy =Cy+ Z Y in
v~U
v#pred(u]
yu= Y, max{xy, Y}
v~u
v#pred|u]
Vrednosti x;, in y, racunamo od listov v smeri proti korenu r (tj., v topoloski

ureditvi glede na pred). TeZo najteZje neodvisne mnozice dobimo kot ¢* =
max{x,, yr}.

Da iz vrednosti x;, in y, (u € V) izlu§¢imo najtezjo neodvisno mnoZico S v
drevesu T, se sprehodimo od korena proti listom (npr. z iskanjem v §irino) in
posamezno vozlis¢e u dodamo v mnoZico S, ¢e njegov prednik ni v S in velja

Xy =Yy
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function NAJTEZJANEODVISNAMNOZICA(T = (V, E), 1, (X)) uev, (V) uev)
§ < prazna mnozZica
function VISIT (¢, v)
ifveg SAx, =y, then
S.add(u)
end if
end function
BES(T, {r}, VISIT)
return S
end function

(d) Naj bo n Stevilo vozliS¢ drevesa T. Potem ima T natanko n —1 povezav. Za
izracun najtezje neodvisne mnozice naredimo tri preglede v Sirino, pri cemer
v vsakem vozli§¢u porabimo konstantno mnogo ¢asa. Casovna zahtevnost
celotnega algoritma je torej O(n).

(e) Izracunajmo vrednosti x; in y, (u € V), €e za koren vzamemo vozlisce a.

X; =9 Vi =0
Xj =4 Vi =0
Xk =2 Vi =0
X4 =1 Vd =0
Xe=1+0+0 =1 Ve = max{9, 0} + max{4, 0} =13
Xf =1 Yr =
Xg=8+0 =8 Yg = max{2, 0} =
Xn =4 Vh =0
Xp=1+0+13+0=14 yp = max{l, 0} + max{1, 13} + max{4,0} = 18
Xc=9+2+0 =11 ¥c = max{8, 0} + max{4, 0} =12
X;=8+18+12 =38 Ya = max{14,18} + max{11, 12} =30

TeZa najteZje neodvisne mnozice S je torej ¢* = max{x,, y,} = 38. Poglejmo,
katera vozlis¢a so v mnoZici S.

cF=x,

Xg=Cq+Y¥Yp+Ye acs
Yb=Xa+Yet Xy bgS
Ye=Xg+Xp cgS
X4 =Cq desS
Ve=X;i+Xj egS
Xr=cy fes
Xg=Cg+ Yk ges
Xp=cp heS
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Xi =Cj ieS
Xj=¢Cj jES
V=0 kgs

Najtezja neodvisna mnozica je torej S = {a, d, f, g, h, i, j}.

Naloga 5.46.

(a) Za dani graf G = (V, E), vozlisci s, t € V, uteZzi povezav L, (uv € E) in uteZi
vozlis¢ ¢, (v € V) bomo izracunali nove utezi povezav ¢, = L, + ¢, (uv € E),
ki predstavljajo skupen strosek prehoda od operaterja u k operaterju v. Ker
so te utezi e vedno lahko tudi negativne, bomo v grafu G poiskali najkrajso
potod s do ¢t s pomocjo Bellman-Fordovega algoritma, ki te€e v ¢asu O(mn),
kjer je n Stevilo vozlis¢ in m Stevilo povezav grafa G.

(b) Najprej izracunajmo nove uteZi povezav.

Cbrez, Bobitel= 65+15=280
Cbrez, Sodafon = 85+10 =95
Chres, Rega= 95+0 =95
brez, Fenmobil= 50+30 =80
Cores, 0= 6045 =65

Corez, Telejanez = 45 +20 =65
? Bobitel, Sodafon = 10+10 =20

Sodafon, Rega= —5+0 =-5

¢ Rega, Fenmobil = —15+30 =15
 enmonit, 20 = —10+5 =-=5

C 20 Tolejanez= O +20=25

C Telejanez, Bobitet =  0+15=15

gTele]anez, Fenmobil = —20+30 =10
gFenmobil, Sodafon = 5+10=15
¢ Sodafon, TeleJanez = 204+20=40

Za izracun najcenejSe poti od vozlis¢a brez do vozli§¢a Rega bomo sledili
algoritmu BELLMANFORD iz naloge 5.13, pri cemer bomo upoStevali vrstni
red povezav iz zgornjega seznama. Strnjen potek algoritma (samo koraki, kjer
se katera od razdalj spremeni) je prikazan v tabeli 44. Za najcenejSe zaporedje
prehodov med operaterji tako dobimo TeleJanez, Fenmobil, Sodafon, Rega,
skupni stro3ek paje 75.
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Tabela 44: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.46(b).

Naloga 5.47.

(a) Pomagali si bomo z iskanjem v $irino. Zapi§imo algoritem, ki klice funkcijo

BFS iz naloge 5.6.

function STEVILONAJKRAJSIH(G = (V, E), 5)
Stevilo — slovar s klju¢i v € V in vrednostmi 0

globina — slovar s kljuci v € V in vrednostmi co

Stevilo[s] — 1
globina(s] — 0
function VISIT(u, v)
for w € ADJ(G, u) do
if globina[w] = oo then
globina|w] — globinalu] + 1
end if
if globinalw] = globina[u] + 1 then
Stevilo[w] < Stevilo[w]+ Stevilo[u]
end if
end for
end function
BFS(G, {s}, VISIT)
return globina
end function

Vidimo, da s klicanjem funkcije VISIT na vsakem vozli§¢u vsako povezavo
obravnavamo najvec dvakrat, tako da je Casovna zahtevnost algoritma O(m).

(b) Potekizvajanja algoritma je prikazan v tabeli 45, pri Cemer je bil upoStevan
abecedni vrstni red obiskovanja sosedov posameznega vozlis¢a. Konc¢ni
rezultat lahko preberemo iz zadnje vrstice tabele.

Naloga 5.48.

(a) Zgledovali se bomo po algoritmu NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.14. ZapiSimo
algoritem, ki klice funkciji ToOPO in REKONSTRUIRAJPOT iz iste naloge, po-
leg tega pa klice tudi funkcijo ADJIN, ki vrne mnozZzico vozli§¢ v podanem
usmerjenem grafu s povezavo do podanega vozlisca.
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i u v ¢,y | brez Bobitel Sodafon Rega Fenmobil  Z° TeleJanez
1 brez ostali 0 80brez 95brez 95brez 80brez 65brez 65prez
1 SOdﬂfOfl Rega -5 0 80prez 9Sbrez 9OSodafon 80prez 65brez 65brez
1 | TeleJanez Fenmobil 10 0 80pre 95prez 90sodafon 75 Telejanez  65brez 65prez
1 | Fenmobil SOdaf on 10 0 80brez 90 Fenmobil 9OSodafon 73 Telejanez  ©9brez 63brez
2 Sodafon Rega =5 0 80brez  90Fenmobit 85 Sodafon 75 Telejanez  69brez 65brez



(b)

globina Stevilo
ula b ¢ d e f g h ila b c d e f g h i
o0 00 00 00 00 oo oo oo 0|0 O O O O O O O 1
i|loo co oo oo o 1 1 1 00 0 0 0 0 1 1 1 1
floow 0o 2 0o 2 1 1 1 0/{0 0 1 0 1 1 1 1 1
gloow oo 2 2 2 1 1 1 0j{0 0 2 1 1 1 1 1 1
hjloo co 2 2 2 1 1 1 0(/0 0 2 1 2 1 1 11
c(3 3 2 2 2 1 1 1 0|2 2 2 1 2 1 1 11
e|/3 3 2 2 2 1 1 1 0|2 4 2 1 2 11 11
a3 3 2 2 2 1 1 1 0(3 42121111
a3 3 2 2 2 1 1 1 0(3 4 2 1 21111
b|3 3 2 2 2 1 1 1 013 42121111
Tabela 45: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.47(b).
function JADRNICA(G = (V, E), s, t, (ky) uev)
¢ — slovar z vrednostjo —oo za vsako vozlisc¢e ve V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
for u € Toro(G) do
for v € ADJIN(G, u) do
if c[v] > c[u] then
clv] < clu]
pred[v] — u
end if
end for
if c[u] > k,, then
clu] — ky
end if
end for
return REKONSTRUIRAJPOT (pred, t)
end function

Algoritem opravi topolosko urejanje grafa, nato vsako povezavo pregleda
enkrat, nazadnje pa opravi Se obratni prehod po najdeni poti, tako da je
njegova Casovna zahtevnost O(m).

Graf s slike 37 ima topolosko ureditev KP, PU, RI, ML, ZD, DO, SI, ST, HV, DU.
Izracunane vrednosti v tabelah c in pred v algoritmu iz tocke (a) so prikazane
v tabeli 46, iz katere je razvidno, da gre lahko na jadrnico najvec 15 prijateljev,
kar je mogoce doseci z izbiro poti KP - PU -ZD - DO - HV - DU.
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Kp PU RI ML 7D DO SI ST HV DU
20 18gxp 14py 12py 16py 15zp 137p 13§I 15po0 15pv

Tabela 46: Izracunane vrednosti v algoritmu za nalogo 5.48(b).

Naloga 5.49.

(a) Uporabili bomo prirejeno razli¢ico Bellman-Fordovega algoritma, pri kate-
rem bomo naredili le  obhodov glavne zanke.
function OMEJENIBELLMANFORD(G = (V,E),se V,c: E—R,t€{0,1,...,|V|-1})
dlo,..., t] — seznam slovarjev z vrednostjo oo za vsako vozlis¢e v e V
pred[l,..., t] — seznam slovarjev z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V

dl0][s] <0
fori=1,2,...,tdo
for ue Vdo

dalillu]l < dli—11{ul
pred[il[u] — u
end for
for uv e Edo
if d(il[v] > d[i —1][u] + ¢, then
dli][v] < d[i—1][ul + cyp
pred[il[v] — u
end if
end for
end for
return (d, pred)
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(1m), kjer je m $tevilo povezav grafa. Naj-
krajSo pot od s do vozlis¢a u € V znajvec t povezavami lahko rekonstruiramo
s klicem funkcije REKONSTRUIRAJPOT(pred, u, t) iz reSitve naloge 5.27.

(b) Potek izvajanja zgornjega algoritma je prikazan v tabeli 47, kjer so prikazani
le koraki, ko algoritem najde krajSo pot do vozli§¢a v primerjavi s prej$njim
obhodom glavne zanke. 1z tabele lahko rekonstruiramo sledece najkrajse
poti z najvec 4 povezavami:

* a,dolzina 0

* ab, dolZina 2

* abc, dolzina 3

* abcd, dolZzina 4
* abcde, dolzina 5

* aef,dolZina 8
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ila b ¢ d e f
0|0

1 24 7a

2 3p 8,
3 4.

4 64

Tabela 47: Potek reSevanja za nalogo 5.49(b).

Naloga 5.50.

(@

(b)

(©

Naj bosta x, in y, teZi najtezjega prirejanja M v poddrevesu s korenom u
(glede na slovar pred), za katerega velja, da ne vsebuje nobene povezave s
krajis¢em u, oziroma da tako povezavo lahko vsebuje. Potem velja

Xu= Y. y» in
v~u
v#pred(u)
Yu =Xy + max ({0} U{cyy + Xy — yu | v~ u, v # pred(ul}).

Vrednosti x,, in y, racunamo od listov v smeri proti korenu r (tj., v topoloski
ureditvi glede na pred). TeZo najteZje neodvisne mnozice dobimo kot ¢* = y,.

Da iz vrednosti x, in y, (u € V) izlu§¢imo najtezje prirejanje M v drevesu
T, se sprehodimo od korena proti listom (npr. z iskanjem v §irino) in za
posamezno vozlisc¢e u, za katerega velja x,, # y, in v M nimamo povezave
do njegovega predhodnika, v mnozico M dodamo povezavo do enega od
naslednikov v, za katerega velja y, + y, — Xy, — X, = Cyp-
Zapisimo algoritem, ki klice funkcijo BFsS iz naloge 5.6.
function NAJTEZJEPRIREJANJE(T = (V, E),1,c: E = R, (xu) uev, Vi) uev)
M «— prazna mnozica
function VISIT(u, w)
if x, # yu A (w=NULLV uw ¢ M) then
v — eno izmed vozli§€ iz ADJg (W) \{w} Z y, + Yy — Xy — Xp = Cup
M.add(uv)
end if
end function
BFS(T, {r}, VISIT)
return M
end function

Naj bo n Stevilo vozlis¢ drevesa T. Potem ima T natanko n —1 povezav.
Za izracun najteZjega prirejanja naredimo tri preglede v §irino, pri cemer
v vsakem vozli§¢u porabimo konstantno mnogo ¢asa. Casovna zahtevnost
celotnega algoritma je torej O(n).
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(d)

Izratunajmo vrednosti x,, in y, (1 € V), e za koren vzamemo vozlisce a.

X; =0 Vi =0
Xj =0 Vi =0
Xk =0 Vi =0
Xd =0 Va =0
Xe=0+0 =0 Ve =0+max{0,4,9} =9
Xf =0 Yf =0
Xg =0 Vg = 0+ max{0, 1} =1
Xp =0 Yh =0
Xp=04+9+0=9 Yp =9+ max{0,8,-1,4 =17
Xc=1+0 =1 ¥e =1+ max{0,1,4} =5

Xq=17+5 =22 Va =22+ max{0,-7,5} =27

Teza najtezjega prirejanja M je torej c* = y, = 27. Poglejmo, katere povezave
so vmnozici M.

" =Ya=Cact+Xq+Xc— Ve aceM
Yb=Cpa+Xp+Xg—Ya bde M
Xc=Yg+Vn
Ye=CejtXet+tXj—yj ejeM
Xg = Cgk+ Xg+ Xk — Vi gkeM

Najtezje prirejanje je torej M = {ac, bd, ej, gk}.

Naloga 5.51.

(a)

(b)

Oznacimo poti Py := tjUjty... Uj—1Ujin Py = Ujllj—1... Ui Uj... Uj+1Uj. Brez
Skode za splosnost lahko predpostavimo, da je dolZina poti P; manj3a ali
enaka dolzini poti P,. Denimo, da v grafu G obstaja pot P’ = vovv2...vp #
Py, kjer je vg = u; in vy = uj, ki je krajsa od poti P,. Potem je u;u;41...u;j
Vg—1V¢—2... v obhod v grafu G, ki sestoji iz poti P; in P’ in je torej kraj$i od C.
V grafu G torej obstaja krajsi cikel od C, kar je v protislovju s predpostavko,
da je C najkrajsi cikel v G. Poti Py in P; sta torej najkrajsi dve poti od u; do u;
v grafu G.

Funkcija BFS2 se ustavi, ko najde povezavo med vozlis§¢ema na razdalji i —1 od
s (tedaj vrne 2i — 1), ali pa take povezave ne najde, najde pa dve poti dolZine i
od s do nekega vozlis¢a (tedaj vrne 2i). Ce ne najde nicesar od tega, potem
povezana komponenta grafa G, ki vsebuje vozlisce s, ne vsebuje ciklov (tedaj
funkcija vrne oco). Funkcija torej vrne vrednost, ki je vecja ali enaka dolzini
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(©

(d)

(e)

nekega cikla v grafu (in torej vecja ali enaka g), oziroma oo, ¢e graf nima
ciklov.

Denimo sedaj, da vozlisCe s leZi na najkrajSem ciklu v grafu G, in naj bo ¢
vozlisce, ki povzroci koncanje algoritma — oc€itno mora vozlice ¢ leZati na
nekem najkrajSem ciklu C, ki vsebuje vozlisce s. Potem bodisi obstajata dve
najkrajsi poti od s do ¢, ali pa obstajata enoli¢no dolo¢eni najkrajsi poti enake
dolZine od s do t in vozlis¢a t', ki je sosedno vozlis¢u t. V obeh primerih
morata biti obe poti po povezavah disjunktni, sicer bi obstajal cikel, krajsi od
C. Funkcija BFS2 v obeh primerih vrne ravno dolZino cikla C.

Zapisimo psevdokodo za funkcijo OZINA.
function OZINA(G = (V, E))
return min{BFs2(G,s) | se V}
end function

Funkcija torej vrne ravno najmanj$o vrednost, ki jo BFS2 vrne za graf G in
neko njegovo vozli§ce, ta pa je doseZena ravno za vozlis¢a na najkrajsem ciklu
in je enaka njegovi dolZini.

Pri klicu funkcije BFS2 je vsako vozlis¢e najvec enkrat v trenutnem nivoju
- za vsakega od njih se pregledajo vsi njegovi sosedi. Vsaka povezava grafa
se torej obravnava najve¢ dvakrat, vse operacije z mnoZicami pa tecejo v
konstantnem ¢asu. Funkcija BFS2 torej tece v ¢asu O(m).

Funkcija OZINA klice funkcijo BFS2 za vsako vozlisCe grafa in vrne najmanjso
dobljeno vrednost. Casovna zahtevnost funkcije OZINA je torej O(mn).

Potek izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 48, kjer so zabeleZene spre-
membe vrednosti spremenljivk (izpudcena je le mnozica S, ki sestoji iz vozlis¢,
ki so se do tedaj pojavila kot u ali v). ZabeleZeno je tudi, kdaj vsakic¢ se zgodi
pogoj, ki vrednost z nastavi na TRUE (tj., tudi, ko Ze ima to vrednost). Ker se
to prvi¢ zgodi v tretjem koraku (tj., pri i = 3) in algoritem ne najde povezave
med dvema vozli$€ema na istem nivoju, se algoritem ustavi na koncu tretjega
obhoda zanke while in vrne vrednost 2i = 6.

Naloga 5.52.

(a)

Na grafu G in cenah povezav ¢ uporabimo algoritem FLOYDWARSHALL iz re-
Sitve naloge 5.25. Ta nam vrne matriki d in pred, ki nam povesta razdalje med
pari vozlis¢ in predzadnje vozliSce na poti med vsakima dvema vozlis¢ema.
1z vsake vrstice matrike d vzamemo najvecjo vrednost — tako dobimo uteZene
ekscentri¢nosti vseh vozlis¢. UteZeni polmer potem dobimo tako, da izmed
dobljenih uteZenih ekscentri¢nosti vzamemo najmanjs$o vrednost.

Algoritem FLOYDWARSHALL tece v Easu O(n), kjer je n $tevilo vozlis¢ v grafu
G. Za izracun uteZenih ekscentri¢nosti potem potrebujemo Se 0(n?) ko-
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(b)

rakov, za izracun uteZenega polmera pa e O(n) korakov. Skupna ¢asovna
zahtevnost algoritma je torej O(n®).

V primeru, da ima vhodni graf negativen cikel, bo to zaznal Ze algoritem
FLOYDWARSHALL, tako da se lahko v tem primeru tudi na$ algoritem ustavi.

Potek izvajanja algoritma FLOYDWARSHALL skupaj z izracuni uteZenih eks-
centricnosti je prikazan v tabeli 49. Prikazano je tako zacCetno stanje kot tudi
stanje po vsakem koraku glavne zanke, pri Cemer je v zgornjem levem kotu
vsake matrike zapisano vozlisce, skozi katerega dodajamo poti v ustreznem
koraku zanke, spremembe pa so podcrtane. 1z uteZenih ekscentri¢nosti lahko
potem razberemo, da je uteZeni polmer grafa s slike 41 enak 3.

Naloga 5.53.

(a)

Naj oznaka u — v pomeni, da je vozlis¢e v neposredni potomec vozli§ca u.
Uvedimo $e konstante
—00 UEA,
zZy =

0 ue€B.

Spremenljivka x,, (z € V) bo podala najvecjo koli¢ino bencina, ki jo lahko
prepeljemo od vozlis¢a u do nekega njegovega potomca v € B. ZapiSimo
rekurzivno enacbo.

Xy = ty +max ({z,} U{xy — pluy | u— v}).

Vrednosti x, racunamo od listov v smeri proti korenu r, optimalno vrednost
pa dobimo kot x* = x;. Ustrezni vrstni red lahko dobimo tako, da na drevesu
opravimo iskanje v $irino ali globino iz korena r in izracunamo topolosko
ureditev glede na dobljeno tabelo prednikov vozlis¢. Casovna zahtevnost
celotnega algoritma je potem O(n), kjer je n Stevilo vozliS¢ v drevesu — tako
drevo ima namrec n — 1 povezay, in vsako od njih obravnavamo konstantno
mnogo krat.

(b) Izracunajmo vrednosti x, (1w € V).

Xr=04+0 =
x;j=0+0 =0

X; =32+ max{—o0,0—-15.3} =16.7
Xp =47+ max{—o0,0—3.2} =438
Xg = 0+max{0,16.7 —18.7} =
Xf=123-00 = -0
Xe=0+0 =

Xg =51+ max{—00,43.8 — 6.2} =88.6
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Xc = 179 + max{—oo, —oo —3.7,0 — 1.4} =177.6
Xp = 89 + max{—oo, 88.6 —9.3,0 — 0.5} =168.3
Xq =0+ max{0,177.6 —10.2} =167.4
X, = 145+ max{—o0o, 167.4 — 7.4,168.3 — 8.8} = 305.0

Pripeljemo lahko torej x* = x, = 305 litrov bencina. Poglejmo, katero pot
bomo opravili.

X'=x,=tr+xq—plra r—a
Xg=tg+Xc—plac a—c
Xe=tc+Xxg—pleg c—g
Xg=lg+zg konec pri g

Tovornjak bo torej opravil potr - a—c— g.

Na grafu G izvedemo Dijkstrov algoritem z zacetkom v vozli§¢u r — tako
dobimo drevo najkrajsih poti iz vozlis¢a r. Na dobljenem drevesu lahko
potem uporabimo rekurzivne enacbe iz tocke (a), da pois€emo Zeleno pot.
Casovna zahtevnost celotnega algoritma je tako O(mlogn), ¢e v Dijkstrovem
algoritmu uporabimo kopico, oziroma O(n?), te uporabimo seznam, pri
¢emer je m Stevilo povezav v grafu.
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T v N z
{a} o} FALSE
b {b}
h {b, h}
J {b, h, j}
{b, h, j} o)
a @
c {c}
k {c, k}
{c, k}
a {c, k}
g {c,k, g}
q | lckg q
{e,k, 8 q}
a {c,k, g, q}
m| {ck,g q, m
o | {c,k g q,m,o}
{c,k,g,q,m,o} @
b o)
d {d}
¢ {d, ¢}
{d, 0}
b {d, ¢}
n {d, l,n}
p {d, ¢, n, p}
{d,?,n, p}
f| denpf}
h {d,?,n,p,f}
p| {d,¢,n,p,f} | TRUE
{d,?,n,p,f}
h {d,¢,n,p,f}
¢ | {d,¢,n,p f} | TRUE
n {d,¢,n,p, f} TRUE
{d,¢,n,p, f}
d| {d,¢,np,f} | TRUE
j| dtnpfi
p {d,¢,n,p, f} TRUE
{d,¢,n,p, f}
f | {d,¢,n,p,f} | TRUE
j | 1d,¢,np,f}
¢ | {d,¢,n,p,f} | TRUE

Tabela 48: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.51(e).
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a b ¢ d ala b ¢ d bla b ¢ d
al 0 1, 4, 5, al 0 1, 4, 54 al 0 1, 3p 5a
bll, 0 2, oo b1, 0 2, 64 b1, 0 2, 64
cl4. 2. 0 1, cl4, 2. 0 1, cl3, 2 0 1,
d|55 oo 15 0 d|54 64 14 0 d|54 64 14 0

cla b ¢ d dla b ¢ d u‘et(u)

a|l 0 1, 3p 4. al 0 1, 3p 4. a 4

b|1l, 0 2, 3. b|1l, 0 2, 3 b 3

c|3p 2. 0 1, c|3p 2. 0 1, c 3

d 4p i 1 O d|4, 3; 14 0 d 4

Tabela 49: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.52(b).

349



350



2.6 CPM/PERT

Naloga 6.1.

(a)

(b)

(9]

(d)

Projekt predstavimo z usmerjenim acikli¢nim grafom G = (V, E), kjer vozlisca
predstavljajo opravila, posebej pa dodamo $e zacetno vozlisce s in kon¢no
vozlisce ¢. Opravilo u poveZemo z opravilom v, Ce je u pogoj za zacetek
opravila v. Poleg tega vozliSce s povezemo z opravili, ki nimajo predpogojev;
opravila, ki niso predpogoj za katero drugo opravilo, pa poveZemo z vozlis¢em
t. Povezave iz opravila u utezimo s trajanjem opravila u, na povezave iz s pa
postavimo utez 0.

Na grafu G uporabimo algoritem NAJDALJSAPOT iz naloge 5.14(c) z zacetkom
v s in tako za vsako opravilo dobimo najzgodne;jsi cas, ko ga lahko zacnemo.
Dolzina najdaljSe poti do vozliS¢a ¢ predstavlja najkrajSe mozno trajanje celot-
nega projekta. Nato na obratnem grafu G' = (V, E'), kjer je E' = {vu | uv € E}
mnozica obratnih povezav z enakimi utezmi, $e enkrat uporabimo algoritem
NAJDALJSAPOT, tokrat z zacetkom v ¢, in dobljene razdalje odStejemo od
najkrajSega moZznega trajanja projekta. Tako za vsako opravilo dobimo Se
najpoznejsi moZen ¢as zacetka, da se celotno trajanje projekta ne poveca. Pri
kriti¢nih opravilih sta oba ¢asa enaka.

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 112, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, a, f, g,b,e,c,d, t. V tabeli 50 so podani rezultati,
dobljeni z zgornjim postopkom. Vidimo, da je najkrajSe trajanje projekta 31
dni, kriti¢na opravila pa so a, b, ¢, d, e.

Opazimo, da vsa kriti¢na opravila leZijo na dveh poteh od s do ¢. Kriti¢ni poti
statorejs—a—e—d—-tins—a-b—-c—-d—t.

Iz tabele 50 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo f, saj ga lahko brez
podaljSevanja celotnega trajanja podaljSamo za 2 dni, kar je ve¢ kot katerokoli
drugo opravilo.

Skraj$ati Zelimo katero od kriti¢nih opravil, ki leZi na obeh kriti¢nih poteh
(taki sta a in d), saj sicer ne bomo skrajsali celotnega trajanja projekta. Ker
ima pot s—g—t dolZino 30 dni, bomo lahko celotno trajanje skrajsali za najvec
1 dan. To lahko doseZemo, ce skrajsamo opravilo a, ki bo tako namesto 10
trajalo 9 dni, skupaj pa bo projekt trajal 30 dni.

Naloga 6.2.

Zapisali bomo linearni program, ki bo za vsako opravilo imel spremenljivki x,, in
Yu, ki dolocata Stevilo dni, za katerega skrajSamo trajanje opravila u, oziroma ¢as
zacetka izvajanja opravila u.

351



Slika 112: Graf odvisnosti med opravili in kriti¢na pot za nalogo 6.1.

s a f g b e ¢ d t

najzgodnejsSizacetek | 0 0y 0, Oy 10, 10, 165 23.. 314
najpoznejsi zacetek | 0, 0, 2, 1, 10, 104 1645 23; 31
razlka | 0 0* 2 1 0F 0* 0* 0* 0

Tabela 50: Razporejanje opravil za nalogo 6.1.

min 200x4 +100xp + 150x¢ + 160x4 + 250x, +240x ¢ +300xg
Opravila brez pogojev:
Yoo Yir» Yez0

Odvisnosti med opravili:

Yo—Vat Xg=10

Ve—Ya+ X4 =10

Ye=Yp+ Xp26

Ya=Ye+ Xc=27

Va—Yet+ Xe=13

Ye—Yrtxpz14

Zeleni ¢as trajanja:
Va—Xxqg <19
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Slika 113: Graf odvisnosti med opravili in kriti€na pot za nalogo 6.3.

Minimalno trajanje opravil:
0<x,=<3
O0=<sxp=1
0<x.<2
O<x;=2
0<x.<4
O=sxr=3

0=sxg=<5

Naloga 6.3.

(a) Projektlahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 113, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, b, c, j,a,e,d, f,g, h, i, t.

(b) Vtabeli51 so podani najzgodnejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da
se celotno trajanje priprave ne podalj$a. Priprava bo torej trajala najmanj 28
minut, edina kriticna pot paje s—c—a—e— f — h—i—t, ki tako vsebuje tudi
vsa kriti¢na opravila.

(c) Iztabele 51 je razvidno, da je najmanj kriti¢no opravilo j, saj lahko njegovo

trajanje podaljSamo za 18 minut, ne da bi vplivali na trajanje celotnega pro-
jekta.
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s b c j a e d f g h i t
najprej | 0 0s Os 05 5. 10, 15, 15, 177 17 20, 28;
najkasneje | 0. 14, 0, 18 5, 10 26, 15, 19; 17; 20, 28
razlika | 0 14 0* 18 0* 0 11 0* 2 0* 0* 0
prosterezerve | 0 14 0 16 O 0 11 0 2 0 0 0
varnostne rezerve | 0 14 0 18 0 0 11 0 0 0 0 0
neodvisne rezerve | 0 14 0 16 0 0 11 0 0 0 0 0

Tabela 51: Razporejanje opravil za nalogo 6.3 in rezerve za nalogo 6.4.

Naloga 6.4.

Skupna rezerva opravila je najvecji as, za katerega lahko zamaknemo koncanje
opravila, ne da bi s tem vplivali na ¢as konc¢anja projekta. Izracunamo jo kot
minimalno razliko najkasnejSega zacetka naslednika in najzgodnejSega konca
predhodnika, od katere ods$tejemo trajanje opravila. Skupne rezerve racunamo
pri dolocitvi kriti¢nih in najmanj kriticnih opravil ter so za nalogo 6.3 prikazane v
vrstici “razlika” tabele 51.

Prostarezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo koncanje
opravila, ¢e z nasledniki zacnemo ob najzgodnejSem moznem c¢asu. IzraCunamo
jo kot minimalno razliko najzgodnejSega zacetka naslednika in najzgodnejSega
konca predhodnika, od katere odStejemo trajanje opravila.

Varnostna rezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo kon-
¢anje opravila, ne da bi s tem vplivali na ¢as koncanja projekta, ¢e s predhodniki
konc¢amo ob najkasnejSem moZnem casu. Izracunamo jo kot minimalno razliko
najkasnejSega zacetka naslednika in najkasnejsega konca predhodnika, od katere
odStejemo trajanje opravila.

Neodvisna rezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo
koncanje opravila, ¢e z nasledniki zacnemo ob najzgodnejSem moZnem casu
in s predhodniki kon¢amo ob najkasnejSem moZnem ¢asu. Izracunamo jo kot
minimalno razliko najzgodnejSega zacCetka naslednika in najkasnejSega konca
predhodnika, od katere odStejemo trajanje opravila.

Tudi proste, varnostne in neodvisne rezerve opravil iz naloge 6.3 so prikazane
v tabeli 51.

Naloga 6.5.
Prvi kuhar bo prevzel opravila c, a, e, f, h, i, drugi pa opravila b, j, d, g. 1z tabele 51
je razvidno, da ga najbolj omejuje razporeditev opravilo g — najhitreje ga lahko

zacne 17 minut po zacetku priprave, in tedaj ga konc¢a 18 minut po zacetku.

Taka razporeditev mu dovoljuje, da z opravilom d za¢ne 15 minut po zacetku
priprave in ga konca do zacetka opravila g. Opravili b in j lahko tako opravi
pred tem — zacne torej 11 minut po zacetku priprave in obe zakljuci (vrstni red
ni pomemben), preden se loti opravila d. Drugi kuhar lahko tako zaporedoma
izvede opravila b, j,d, g, z zaCetkom 11 minut po zacetku priprave in s koncem 7
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s a b d c e t
pricakovano trajanje 4 2 3 % 1—69
varianca % 0 % i i
najzgodnejsi zacetek | 0 0s 4, 4, 6, 74 10.83,
najpoznejsi zacetek | 0, 0, 4, 4.67, 6; 7.67; 10.83
razlika | 0 0* 0* 0.67 0* 0.67 0

Tabela 52: Razporejanje opravil za nalogo 6.6.

minut kasneje (torej brez prestanka).

Naloga 6.6.

(a)
(b)

(9]

(d)

Pri¢akovana trajanja in variance so prikazane v tabeli 52.

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 114, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, b, d, c, e, t.

V tabeli 52 so podani pricakovani najzgodnejsi zacetki opravil in najpozne;jsi
zacetki, da se celotno trajanje priprave ne podaljsa. Pricakovano trajanje
projekta je torej p = 10.83 tednov, kriticna potpajes—a—-b—-c—t.

Izracunajmo standardni odklon trajanja pricakovane kriti¢ne poti.

1 1
o=1/=+0+-=0.601
9 4

Naj bo X slucajna spremenljivka, ki meri €as izvajanja pricakovane kriticne
poti. Izracunajmo verjetnost konc¢anja vroku T =11 tednov.

T—p
PX=11)=® & =®(0.277) = 0.609

Ob predpostavki, da bodo dela zaklju¢ena in bodo tako prejeli izplacilo
250000<, je pricakovan dobicek enak

250000€ — (1 - P(X = 11)) -500000€ = 54622.18€.

Ker je pricakovani dobicek pozitiven, se podjetju izplaca prijaviti na razpis.

Naloga 6.7.

(a)

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 115, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s,a, ¢, h,k, m,b,d,c, j,e, f,g,i,t.
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Slika 115: Graf odvisnosti med opravili in kriti¢na pot za nalogo 6.7.

s a 4 h k m b d c j e f g i t
najprej | 0 0y 05 15, 15, 20, 30; 30, 30, 70, 70, 90, 110; 140, 150;
najkasneje | 0, O 10, 655 15, 304 30, 40, 657 115, 70f 90g 110; 140, 150
razlika 0 0* 10 50 0F 10 0* 10 35 45 0* 0* 0* 0* 0

Tabela 53: Razporejanje opravil za nalogo 6.7.

(b) Vtabeli 53 so podani najzgodnejsi zaCetki opravil in najpoznejsi zacetki, da se
celotno trajanje projekta ne podaljsa. Izdelava bo torej trajala 150 dni, edina
kriticna pot paje s—a—k—b—e— f—g—i—t, ki tako vsebuje tudi vsa kriticna
opravila.

(c) Iz tabele 53 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo #, saj lahko njegovo

trajanje podaljsamo za 50 dni, ne da bi vplivali na trajanje celotnega projekta.

Naloga 6.8.

(a) Projektlahko predstavimo z uteZzenim grafom s slike 116, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, a, h, ¢, d, j,i,k, e, g, f, b, t. UteZi povezav ustrezajo
pri¢akovanim trajanjem opravil, ki so prikazana v tabeli 54.

(b) V tabeli 54 so podani najzgodnejsi zacCetki opravil in najpoznejsi zacetki, da
se celotno trajanje gradnje ne podalja. Pricakovano trajanje gradnje je torej
W =57 dni, edina kriti¢na pot paje s—h— j—e— f —b—t, ki tako vsebuje tudi
vsa kriti¢na opravila.
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Slika 116: Graf odvisnosti med opravili in kriti¢na pot za nalogo 6.8.

s a h c d j i k e g f b t
pricakovano 14 8.5 6 145 155 14 125 8 27.5 4 21
varianca 4 225 1 6.25 2.25 1 2.25 1 2.25 0 4
najprej 0 0 05 14, 14, 85, 14, 24; 24; 2855 32, 365 57
najkasneje | 0, 14 0; 18, 155 8.5, 43; 44.5; 24y 295; 32, 36; 57
razlika 0 1 0* 4 1 0* 29 205 0F 1 o* 0" 0

Tabela 54: Razporejanje opravil za nalogo 6.8.

(c) Iztabele 54 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo i, saj lahko njegovo
trajanje podaljSamo za 29 dni v primerjavi s pricakovanim, ne da bi vplivali
na trajanje celotnega projekta.

(d) Variance trajanj opravil so prikazane v tabeli 54. Izratunajmo standardni
odklon trajanja pricakovane kriti¢ne poti.

0=V4+1+0+2.25+2.25=3.082

Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, ki meri ¢as izvajanja pricakovane kriti¢cne
poti. Izracunajmo verjetnost konc¢anja v roku T = 55 dni.

T—
P(X=55=0 (—”) =d(-0.6489) = 0.2578
o
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Naloga 6.9.

(a)

(b)

(©

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 117, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, a, b, c,d, f, g, h, e, t. V tabeli 55 so podani najzgod-
nejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da se celotno trajanje izdelave
ne podalj$a. Izdelava bo trajala najmanj 88 dni, edina kriticna pot pa je
s—b—h—e—t, ki tako vsebuje vsa kriticna opravila.

Iz tabele 55 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo c, saj lahko njegovo
trajanje podaljsamo za 41 dni, ne da bi vplivali na trajanje celotnega projekta.

Zapi8imo linearni program, ki bo za vsako opravilo imel spremenljivki x,, in
Yu, ki dolocata $tevilo dni, za katerega skrajsamo trajanje opravila u, oziroma
Cas zacetka izvajanja opravila u.

min 1000x, + 1500x; +800x, + 1200x4
+500x, +1100xf +1300xg +1400xp
Opravila brez pogojev:
Yar Yb» Yc=20
Odvisnosti med opravili:
Ya— Ya+t Xa=40
Ye— yr+xr=10
Ye— Yg+ Xg=12
Ye— Vet Xc =90
Yf—Yat+ Xa= 40
YF— Yp+ Xp=30
Yg— Y+ Xxp =50
Yg— Ye+ Xc=35
Yn— Yp+ Xp =50

Zeleni ¢as trajanja:
Va—Xqg =45
Ve — Xe <57
Yg— Xg =63
Minimalno trajanje opravil:
0<x;<4
O<xp=<2
0<x.<4
O<sx4=<2

0<x,=<2
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Slika 117: Graf odvisnosti med opravili in kriti¢na pot za nalogo 6.9.

a b ¢ a f g h e t

s
najzgodne;jsi zacetek |0 0, 0, 0y 40, 50, 50, 50, 70, 88,
najpoznejsi zacetek | 0 18; 0, 41 58, 60, 76, 50, 70, 88

razlika 0O 18 0* 41 18 10 26 0* ©0* 0

Tabela 55: Razporejanje opravil za nalogo 6.9.

0 Xf<
O=sxg=
0<xp<

Naloga 6.10.

(a) Projektlahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 118, iz katerega je raz-

vidna topoloska ureditev s,a, g, h,c,e,i, f,j,d, b, t.
(b) Vtabeli 56 so podani najzgodnejsi in najpoznejsi zacetki opravil, da se celotno
trajanje projekta ne podaljsa. Izdelava objekta bo torej trajala 17 dni, edina

kriticna pot paje s—a—e—d— b—t, ki tako vsebuje tudi vsa kriticna opravila.

(c) Iz tabele 56 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo g.
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Slika 118: Graf odvisnosti med opravili in kriti€na pot za nalogo 6.10.

s a g h ¢ e i f j d b t

najprej 0 0, Oy 05 1y, 4, 6, 12; 14f 8, 145 17,
najkasneje (0, 0. 2. 1. 2; 44 77 13; 15, 8, 14, 17
razlika o o0 2 1 1 0 1 1 1 0 0 0

Tabela 56: Razporejanje opravil za nalogo 6.10.

Naloga 6.11.

(@

(b)

(9]

(d)

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 119, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s,a,i,c,d,e h, f,g,b,t. UteZi povezav ustrezajo
pri¢akovanim trajanjem opravil, ki so prikazana v tabeli 57.

V tabeli 57 so podani najzgodne;jsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da
se celotno trajanje gradnje ne podaljsa. Pricakovano trajanje gradnje je torej
1 =166 dni, edina kriticna pot paje s—i—d— g — b - t, ki tako vsebuje tudi
vsa kriti¢na opravila.

1z tabele 57 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo #, saj lahko njegovo
trajanje podaljSamo za 116.5 dni v primerjavi s pricakovanim, ne da bi vplivali
na trajanje celotnega projekta.

Izracunajmo standardni odklon trajanja pricakovane kriti¢ne poti.

o=V1+9+16+4=5477

Naj bo X slucajna spremenljivka, ki meri ¢as izvajanja pricakovane kriticne
poti. Izracunajmo verjetnost konc¢anja v roku 7 = 180 dni.
T-p
P(X =180) =0 ——| =P(2.556) =0.9947
o
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Slika 119: Graf odvisnosti med opravili in kriti¢na pot za nalogo 6.11.

s a i c d e h f g b t
pricakovano 155 22 46,5 37 8.5 275 79 85 22
varianca 225 1 1003 9 069 225 36 16 4

najprej 0 0, 0y 155, 22; 155, 22; 62, 59, 144, 166,

najkasneje | 0; 3. 045 1857 22; 505, 138.5; 65, 59, 144; 166

razlika 0 3 0* 3 0* 35 116.5 3 0* 0*

Tabela 57: Razporejanje opravil za nalogo 6.11.

Naloga 6.12.

(a) Projektlahko predstavimo z utezZenim grafom s slike 120, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, a, b, d, c,e, g, f, h, t. V tabeli 58 so podani najzgod-
nejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da se celotno trajanje gradnje
ne podaljsa. Gradnja bo trajala najmanj 215 dni, edina kriti¢na pot pa je
s—a-c— g-t, kitako vsebuje vsa kriti¢cna opravila.

(b) Iz tabele 58 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo d, saj lahko njegovo
trajanje podaljSamo za 100 dni, ne da bi vplivali na trajanje celotnega pro-
jekta.

(c) Zapisimo linearni program, ki bo za vsako opravilo imel spremenljivki x,, in
Yu, ki dolocata Stevilo dni, za katerega skrajsamo trajanje opravila u, oziroma
Cas zacetka izvajanja opravila u.

min 300x, +200x3 +700x, +1100x4
+1500x, +900xf +400xg + 150
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a b d c e g f h t

najzgodnejsi zacetek
najpoznejsi zacetek
razlika

0 05 45, 45, 135, 135, 165, 2007 215,
Oc 25, 145; 45, 140 135, 170, 205, 215
0* 25 100 O 5 0* 5 5 0

S O O

Tabela 58: Razporejanje opravil za nalogo 6.12.

Opravila brez pogojev:
Yar Ypz0
Odvisnosti med opravili:
Ve—Ya+ Xq=45
Ve—Yp+ Xp =20
Vd—Va+ Xqg =45
Ve—Yc+ Xc =90
YF—Ya+Xq=25
V= Yet Xe= 30
Yg—Yc+ X =90
Yh—Yr+xp235
Zeleni ¢as trajanja:
Yg— Xg =120
Yn—xp <190
Minimalno trajanje opravil:
0<x,<5
O0<xp=5
0<x:,=<20
0<x4=<3
0<x.,<4
O=sxp=<7
O=sxg=15
O<sx,=<2

Naloga 6.13.
(a) Projektlahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 121, iz katerega je raz-

vidna topoloska ureditev s, a, f, b, c,d, e, g, j, h, i, t. UteZi povezav ustrezajo
pricakovanim trajanjem opravil, ki so prikazana v tabeli 59.
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Slika 121: Graf odvisnosti med opravili in kriti€na pot za nalogo 6.13.

(b) Vtabeli59 so podani najzgodnejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da
se celotno trajanje projekta ne podaljsa. Pricakovano trajanje projekta je torej
1 =53 dni, edina kriti¢na pot pa je s—a—c— h—i — ¢, ki tako vsebuje tudi vsa
kriti¢na opravila.

(c) Iz tabele 59 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo f, saj lahko njegovo

trajanje podaljS$amo za 31.5 dni v primerjavi s pricakovanim, ne da bi vplivali
na trajanje celotnega projekta.

Naloga 6.14.

Izratunajmo standardni odklon trajanja pricakovane kriti¢ne poti, 