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Predgovor

Na pobudo izr. prof. dr. Arjane Zitnik, ki od $tudijskega leta 2017/18 predava
predmet Operacijske raziskave za Studente 2. letnika Finan¢ne matematike, sem
kot asistent pri tem predmetu zacel zbirati naloge iz vaj, kolokvijev in izpitov
ter njihove resitve. PriCujoco zbirko sestavljajo predvsem naloge, ki sem jih sam
sestavil (ali dopolnil) od studijskega leta 2016/17 naprej, ko sem prevzel vodenje
vaj pri tem predmetu. V pripravi je tudi obseZnejsa zbirka, ki bo zajemala tudi
naloge, ki so se pojavile na vajah, kolokvijih in izpitih v prej$njih letih.

Na tem mestu bi se rad zahvalil prof. Arjani Zitnik za spodbudo, mojemu
predhodniku na asistentskem mestu Davidu Gajserju, ki je sestavil nalogi 6.1
in 6.3, ter Studentom, ki so prispevali nekatere reSitve, in sicer Evi DeZelak (reSitve
nalog 3.7, 5.1, 5.2, 5.3 in 5.10), Nejcu Severkarju (resitvi nalog 5.5 in 5.9), Anji
Trobec (resitev naloge 6.7) in Janu Sifrerju (popravek resitve naloge 5.5). Omenim
naj Se, da stanalogi4.1in 5.3 vzetiiz vira [1], ki je sluzil tudi kot navdih za nekatere
naloge iz razdelka 1.5.



1 Naloge

1.1 Zahtevnost algoritmov

Naloga 1.1. Vir: Vaje OR 21.2.2018
Naj bo A[1...n][1...n] matrika (tj., seznam seznamov) dimenzij n x n. Dan je
spodnji program:

fori=1,...,ndo
forj=i+1,...,ndo
A[i1[j] — A[j1i]
end for
end for

(a) Kaj pocne zgornji program?

(b) Oceni $tevilo korakov, ki jih opravi zgornji program, v odvisnosti od parametra
n.

Naloga 1.2. Vir: Vaje OR 21.2.2018

Naj bo #[1...n] seznam, ki ima na zacetku vse vrednosti nastavljene na 0. Dan je
spodnji program:

i—1
while i < ndo
lli] — 1-/1i]
if /[i] =1 then
i—1
else
i—i+1
end if
end while

(a) Kaj se dogaja, ko te€e zgornji program?

(b) Oceni stevilo korakov, ki jih opravi zgornji program, v odvisnosti od parametra
n.

Naloga 1.3. Vir: Vaje OR 21.2.2018

Algoritem BUBBLESORT uredi vhodni seznam ¢[1... n] tako, da zamenjuje sosed-
nje elemente v nepravem vrstnem redu:

function BUBBLESORT(¢[1...n])
zZ—n
while z > 1 do
y<1
fori=2,...,zdo
if /[i — 1] > ¢[i] then



Cli—1],01i] — £[i],¢li—1]
y—i
end if
end for
z—y-1
end while
end function

(a) Izvedialgoritem na seznamu [7,11,16,7,5].

(b) Doloci ¢asovno zahtevnost algoritma.

Naloga 1.4. Vir: Vaje OR 12.10.2016

Algoritem MERGESORT uredi vhodni seznam tako, da ga najprej razdeli na dva
dela, nato vsakega rekurzivno uredi, nazadnje pa zlije dobljena urejena seznama.

(a) S psevdokodo zapisi algoritem MERGESORT.
(b) Izvedi algoritem na seznamu [7,11,16,7,5,0,14,1,19,13].

(c) Doloci ¢asovno zahtevnost algoritma.

Naloga 1.5. Vir: Vaje OR 21.2.2018
Stevilo n Zelimo razcepiti na dva netrivialna celoStevilska faktorja, kar storimo s
sledecim algoritmom:

function RAZCEP(n)
fori=2,...,|vn| do
if n/i je celo $tevilo then
return (i,n/i)
end if
end for
return 7 je prastevilo
end function

Doloc¢i ¢asovno zahtevnost algoritma. Ali je ta algoritem polinomski?

Naloga 1.6. Vir: Vaje OR 21.2.2018

Zapisi rekurziven algoritem, ki na vhod dobi celo $tevilo 7 in tece v ¢asu O(yv/n).
Uporaba korenjenja ni dovoljena.



1.2 Celostevilsko linearno programiranje

Naloga 2.1. Vir: Vaje OR 12.10.2016
Napisi linearni program, ki modelira iskanje najvecjega prirejanja vdvodelnem
grafu.

Naloga 2.2. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Na oddelku za matematiko je zaposlenih 7 asistentov, ki jim moramo dodeliti
vaje pri m predmetih. Za asistenta i (1 < i < n) naj bosta a; in b; najmanjse in
najvecje Stevilo ur, ki jih lahko izvaja, ter N; < {1,2,..., m} mnoZica predmetov, ki
jih ne Zeli izvajati. Za predmet j (1 < j < m) naj bo c; Stevilo skupin za vaje pri
predmetu, ter u; Stevilo ur vaj na skupino. Poleg tega vemo, da sta asistenta p in
q skregana, zato pri nobenem predmetu ne smeta oba izvajati vaj.

Predmete Zelimo asistentom dodeliti tako, da bomo ob upostevanju njiho-
vih Zelja minimizirali najvecje Stevilo razlicnih predmetov, ki smo jih dodelili
posameznemu asistentu.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.
Namig: napisi program s spremenljivko ¢, ki je dopusten natanko tedaj, ko vsak asistent
dobi najvet ¢ razlicnih predmetov, in potem minimiziraj ¢.

Naloga 2.3. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Imamo m opravil, ki jih Zelimo razporediti med 7 strojev. Vsak stroj lahko hkrati
opravlja le eno opravilo, vsa opravila pa trajajo eno ¢asovno enoto, neodvisno
od stroja. Ce stroj i (1 < i < n) uporabimo za vsaj eno opravilo, placamo ceno c;
(cena ostane enaka, Ce na istem stroju naredimo ve¢ opravil). Skupni stroski ne
smejo preseci kolicine C. Dani sta Se mnoZici parov P in S, pri cemer (j, k) € P
pomeni, da mora biti opravilo j dokonc¢ano pred zacetkom opravila k, (j, k) € S
pa pomeni, da se opravili j in k ne smeta izvajati hkrati. Imamo $e dodaten pogoj,
ki zahteva, da je lahko v posamezni ¢asovni enoti lahko aktivnih najve¢ A strojev.
Minimizirati Zelimo ¢as dokoncanja zadnjega stroja.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.4. Vir: Izpit OR 10.7.2017

Za hitrejSe nalaganje posnetkov na YouTubu se uporabljajo krajevni streZniki, do
katerih lahko uporabniki na doloceni lokaciji hitreje dostopajo kakor do glavnega
streZnika, ki vsebuje vse posnetke. Vendar pa imajo krajevni strezniki omejen
prostor, zato je potrebno ugotoviti, kateri posnetki naj se naloZzijo na katere
krajevne streznike.

Denimo, da imamo poleg glavnega streznika $e k krajevnih streznikov, m in-
ternetnih ponudnikov in n posnetkov. Naj bo ¢y, (1 < h < k) prostor v megabajtih,
ki je na voljo na krajevnem streZniku k. Z indeksom 0 oznacimo glavni strezZnik —
lahko torej predpostavlja$ ¢y = co. Nadalje naj bo s; (1 < j < n) velikost posnetka



Jj» prav tako v megabaijtih, £5; (0 < h < k, 1 <i < m) latenca (zakasnitev pri pre-
nosu v milisekundah) ponudnika i do streznika h, inr;; (1<i<m,1<j<n)
Stevilo zahtevkov za posnetek j, ki jih pricakujejo od ponudnika i. Vsi parametri
so cela Stevila.

Pri vsakem zahtevku bo posnetek poslan iz streznika z najmanjso latenco, ki
vsebuje Zeleni posnetek. Lahko predpostavljas, da ima za vsakega ponudnika
glavni streZnik najvecjo latenco (torej £o; = ¢p; zavsakal<h<k,1<1i < m).
Dolociti Zelimo, katere posnetke naj naloZimo na posamezen krajevni streZnik, da
minimiziramo vsoto pricakovanih latenc pri vseh zahtevkih. Posamezen posnetek
lahko seveda naloZimo tudi na ve¢ krajevnih streznikov, ali pa na nobenega (v
tem primeru bo poslan iz glavnega streznika).

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.5. Vir: Izpit OR 29.8.2017

Distributer ima A zabojev avokadov in B zabojev banan, ki jih bo prodal 7 tr-
govcem. Trgovec i (1 < i < n) placa a; evrov za zaboj avokadov in b; evrov za
zaboj banan, skupaj pa bo porabil najvec c; evrov. Distributer bo zaboje dostavil s
tovornjaki, v katerih je lahko najve¢ K zabojev (ne glede na vsebino). Ce nekemu
trgovcu dostavi ¢ zabojev, bo torej opravljenih [#/K] voZenj. Vsaka voZnja do
trgovca i (ne glede na to, koliko je poln tovornjak) ga stane d; evrov. Poleg tega
bo trgovec p kupil samo banane ali samo avokade, trgovec g pa bo kupil vsaj en
zaboj avokadov, ¢e bo tudi trgovec r kupil vsaj en zaboj avokadov. Distributer Zeli
zaboje razdeliti med trgovce tako, da bo maksimiziral svoj dobicek — torej vsoto
cen, ki jih placajo trgovci, zmanj$ano za stroske dostave. Lahko predpostavljas,
da so vse cene pozitivne.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.6. Vir: Kolokvij OR 23.4.2018

Pri izvedbi projekta bo potrebno narediti n nalog, ki jih bomo dodelili delavcem.
Vsako nalogo bo opravil natanko en delavec, vsak delavec pa lahko hkrati izvaja
samo eno nalogo. Naj bo ¢; € N §tevilo ¢asovnih enot, ki ga posamezen delavec
potrebuje za dokoncanje naloge i (1 < i < n). Vsaka naloga mora biti opravljena v
enem kosu (Ce torej zacnemo z nalogo i v ¢asu s, bo ta dokonc¢ana v ¢asu s + t;,
brez moZnosti prekinitve in kasnejSega dokoncanja). Celoten projekt mora biti
dokoncan v ¢asu T. Dana je Se mnozica parov S, kjer (i, j) € S pomeni, da se
naloga j ne sme zaceti, preden se zakljuc¢i naloga i (lahko se pa j za¢ne izvajati v
trenutku, ko se i konca).

Delavce bomo najeli preko podjetja za posredovanje dela, to pa nam zaracuna
fiksno ceno na najetega delavca (za ustrezna placila delavcem bodo tako poskr-
beli oni). Minimizirati Zelimo torej Stevilo najetih delavcev. Zapisi celostevilski
linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.



Naloga 2.7. Vir: Izpit OR 11.6.2018

Avtobusno podjetje Zeli uvesti novo avtobusno linijo. Dan je neusmerjen enosta-
ven graf G = (V, E), katerega vozli§ca predstavljajo postajaliSc¢a, povezave pa ceste
med njimi. Za vsako povezavo uv € E poznamo $Se ¢as c,, € N, v katerem avtobus
pride od u do v.

Dan je Se seznam postajaliS¢ py, p2,... pn € V, ki jih linija mora obiskati v
tem vrstnem redu — zaceti mora v p; in koncati v p,, na poti med dvema po-
stajaliS¢ema iz seznama pa lahko obisce tudi druga postajalis¢a. Linija lahko
vsako postajali§ce obisce najvec enkrat (ko doseZe koncno postajalisce, se vine
po isti poti do zacetnega). Skupno trajanje vozZnje (v eno smer) je lahko najvec T.
Podjetje Zeli dolociti linijo tako, da bo obiskala ¢im vec¢ postaj.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.
Namig: poskrbi, da linija nima ciklov.

Naloga 2.8. Vir: Izpit OR 5.7.2018

Nogometni klub pred novo sezono prenavlja svoj igralski kader. Najbo A mnozica
trenutnih igralcev kluba, B pa mnoZica igralcev, za katere se v klubu zanimajo
(A in B sta disjunktni mnoZici). Za vsakega igralca i € A imajo s strani kluba j
(1 = j = n) ponudbo v visini p;; € N (Ce se klub j ne zanima za igralca i, lahko
predpostavis p; j = 0), za vsakega igralca i € B pa bodo morali placati odkupnino
r; €N, Ce ga hocejo pripeljati v klub. Vsakega igralca i € A lahko seveda prodamo
kve¢jemu enemu klubu. Skupni stroski trgovanja (tj., razlika stroSkov nakupov in
dobicka od odprodaj) ne smejo preseci S, Stevilo igralcev v klubu pa mora ostati
enako kot pred trgovanjem.

Za vsakega igralca i € AU B poznamo njegov koli¢nik kvalitete g;, vsak pa
pripada natanko eni izmed mnozic G (vratarji), D (branilci), M (vezni igralci) in
F (napadalci). Stevilo igralcev kluba v vsaki izmed teh mnoZic se lahko spremeni
(poveca ali zmanjsa) za najvec 1. Poleg tega lahko igralca a, b € A prodamo le
istemu klubu - ali pa oba igralca ostaneta v klubu. Doseci Zelimo, da bo kvaliteta
kluba ¢im vecja — maksimizirati Zelimo torej vsoto koli¢nikov g; za igralce v klubu.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.9. Vir: Kolokvij OR 19.4.2019

Na turnirju poleg tebe sodeluje Se n igralcev, pri cemer se bo vsak igralec soocil
z vsakim drugim igralcem v enem dvoboju. Vsak igralec na zacetku dobi M
Zetonov, za katere se (po zacetni fazi zbiranja informacij) vnaprej odlo¢i, kako
jih bo razdelil med dvoboje. V dvoboju zmaga igralec z ve¢jim Stevilom vloZenih
zetonov. Ce oba igralca vloZita enako $tevilo Zetonov, je izid dvoboja izenacen.
Zmagovalec dvoboja dobi 3 tocke, poraZenec 0 tock, v primeru izenacenega izida
pa vsak dvobojevalec dobi 1 tocko. Cilj vsakega igralca je zbrati ¢im vecje Stevilo
tock.



(a) Denimo, da za vsakega igralca izve$, kako namerava igrati. Naj bo torej c;
Stevilo Zetonov, ki jih bo i-ti nasprotnik (1 < i < n) vlozil v dvoboj proti tebi.
Svojo strategijo Zeli§ nacrtovati tako, da bi dosegel ¢im vecje Stevilo tock.
Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira ta problem.

(b) Celostevilskemu linearnemu programu iz prejs$nje tocke dodaj omejitve, ki
modelirajo sledece pogoje:

* Proti nobenemu od nasprotnikov iz mnozice A ne sme$ doseci izenace-
nega izida.

* Izgubi$ lahko kve¢jemu proti dvema nasprotnikoma iz mnoZice B.

« Ce izgubi$ proti nasprotniku u, mora$ proti nasprotnikoma v in w
doseci vsaj 4 tocke.

* Vec kot t Zetonov lahko vlozi$ v najvec¢ k dvobojev.

* Izgubiti moras vsaj ¢ dvobojev.

Naloga 2.10. Vir: Izpit OR 3.6.2019

V trgovini z oblacili sestavljajo ponudbo za poletno sezono. Odlocijo se lahko za
nakup kolekcij n razli¢nih proizvajalcev, pri cemer za posamezen izvod kolekcije
i-tega proizvajalca (1 < i < n) placajo ceno c; evrov, od nje pa si obetajo zasluzek
d; evrov. Kolekcijo i-tega proizvajalca lahko kupijo v najvec k; izvodih (vsak izvod
je nedeljiva enota), z njeno prisotnostjo v ponudbi (ne glede na koli¢ino) pa si
obetajo povecano vidnost in s tem dodaten zasluzek e; evrov (npr. iz prodaje
stalne ponudbe in starih zalog).

Za nakup kolekcij imajo na voljo C evrov, iz marketingkih razlogov pa Zelijo ku-
piti kolekcije najvec K razli¢nih proizvajalcev. Poleg tega proizvajalec p zahteva,
da ¢e kupijo kak izvod njegove kolekcije, je morajo kupiti v vsaj toliko izvodih kot
kolekciji proizvajalcev g in r skupaj (Ce pa ne kupijo nobenega izvoda kolekcije
proizvajalca p, te omejitve ni). V trgovini Zelijo maksimizirati pricakovani dobicek
(tj., razliko zasluzka od prodaje s stroski nakupa).

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira zgoraj opisani problem.

Naloga 2.11. Vir: Izpit OR 27.8.2019

Glasbeni festival bo trajal m dni, vsak dan pa bo nastopilo k glasbenih skupin.
Organizator izbira nastopajoce izmed n glasbenih skupin (kjer je n > km). Na
voljo ima M evrov za placilo glasbenikom, pri cemer i-ta skupina (1 <i < n)
raCuna m; evrov za nastop, pripeljala pa bo a;; obiskovalcev, e bo nastopila j-ta
po vrsti vdnevu (1 < j < k). Vsaka skupina lahko seveda nastopi samo enkrat,
prav tako naenkrat nastopa samo ena skupina. V posameznem dnevu se skupine
zvrstijo glede na njihovo ceno (j., zadnja nastopa skupina, ki najvec racuna),
organizator pa Zeli zagotoviti, da bo vsak dan festivala pri$lo vsaj toliko ljudi kot
prej$nji dan.



Skupina r pogojuje svoj nastop s tem, da skupina s ne nastopa na festivalu.
Skupina t bo nastopila samo kot glavna skupina (tj., zadnja v posameznem
dnevu), razen €e nastopi neposredno pred skupino u (lahko predpostavis, da
velja m; < m,,) — ali pa sploh ne bo nastopila. Skupini v in w ne smeta nastopati
na isti dan, saj se njuni oboZevalci med seboj ne marajo.

Organizator Zeli dolociti spored tako, da bo na festival prislo ¢im vec ljudi.
Zapisi celoStevilski linearni program, ki modelira opisani problem.

Naloga 2.12. Vir: Izpit OR 22.6.2020

1z kriznih Zari§¢ COVID-19 po svetu se na Kitajsko vraca n strokovnjakov, ki jih
Zelijo oblasti razporediti po m karantenskih centrih s kapacitetami ki, k, ..., knn,
pri Cemer velja };" | k;, = n. S pomocjo naprednih tehnologij so za vsak par
strokovnjakov i, j € {1,2,..., n} izracunali verjetnost p;; € [0,1], da je prislo do
prenosa virusa med i in j (lahko predpostavis, da za vsaka i, j velja p;j = pj; ter
pii = 0). Poiskati Zelijo tako razporeditev, da bo vsota vrednosti p;; vseh parov
(i, j), ki bodo nastanjeni v istem karantenskem centru, ¢im manjsa.

Pri tem imajo nekaj omejitev. Identificirali so mnozico A strokovnjakov, ki
so se nahajali na obmogjih, kjer je prislo do mutacije virusa — ti ne smejo biti
nastanjeni skupaj s strokovnjaki izven mnozice A (lahko so pa ¢lani mnoZice A
nastanjeni po razlicnih centrih). Poleg tega so sestavili mnoZzico B parov strokov-
njakov v bliznjem sorodstvu — za vsak par (i, j) € B velja, da mora biti nastanjen v
istem centru.

Zapisi celostevilski linearni program, ki modelira opisani problem.

Namig: uporabi spremenljivke, ki za par oseb povedo, ali se nastanita v nekem centru.
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Slika 1: Shema moznih poti za nalogo 3.1.

1.3 Teorija odlocanja

Naloga 3.1. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Mudi se ti na izpit, a ravno v trenutku, ko pride$ na postajo Konzorcij, odpelje
avtobus §tevilka 1. Na prikazovalniku se izpiSe, da bo naslednji avtobus §tevilka 1
prispel ¢ez 10 minut, naslednji avtobus $tevilka 6 ¢ez 6 minut, naslednji avtobus
Stevilka 14 pa ¢ez 2 minuti.

Avtobusa 1 in 6 ob ugodnih semaforjih potrebujeta 6 minut do postaje pri FE,
pri cemer se lahko €as voZnje zaradi rdece luc¢i na semaforju pri FF podalj$a za 1
minuto. Verjetnosti, da bo rdeco lu¢ imel avtobus 1, da bo rdeco lu¢ imel avtobus
6, ter da bosta oba avtobusa imela zeleno lu¢, so enake 1/3 (zaradi majhnega
razmaka se ne more zgoditi, da bi oba avtobusa naletela na rdeco luc). Avtobus
Stevilka 1 nadaljuje pot do postaje pri FME za kar potrebuje Se 2 minuti.

Avtobus tevilka 14 potrebuje 5 minut do postaje pri studentskih domovih, od
tam pa gres pes do postaje pri FE, za kar potrebujes Se 4 minute. Pri tem preckas
Zeleznico — ¢e mimo pripelje vlak (kar se zgodi z verjetnostjo 0.05), se ¢as hoje
podaljsa za 3 minute. Ko pride$ na postajo pri FE (ne glede na to, ali si prisel z
avtobusom 6 ali 14), te ¢akajo Se 4 minute hoje do FME vendar mora$ najprej
preckati Trzasko cesto. Ce je na semaforju rde¢a lu¢ (kar se zgodi z verjetnostjo
0.9, neodvisno od drugih dogodkov), se lahko odlocis, da 2 minuti pocaka$ na
zeleno lu¢ in potem nadaljujes pes, ali pa da gre§ nazaj do postaje in pocakas na
avtobus Stevilka 1 (ki bo, tako kot prej, vozil Se 2 minuti do FMF).

Kaksne bodo tvoje odlocitve, da bo pricakovano trajanje poti do FMF ¢im
krajSe? NariS$i odlocitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracunanih
verjetnosti! Glej sliko 1 za shemo moZnih poti.
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Naloga 3.2. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Dve podjetji bosta predstavili konkurencna izdelka. MoZnost ima$ kupiti delnice
prvega podjetja za ceno 10000€ ali delnice drugega podjetja po ceni 5000€,
lahko pa se seveda odlocis tudi, da delnic ne kupiS. Ocenjujes, da bo z verjet-
nostjo 0.4 uspelo prvo podjetje, z verjetnostjo 0.1 bo uspelo drugo podjetje, z
verjetnostjo 0.5 pa ne bo uspelo nobeno izmed njiju (ne more se zgoditi, da bi
obe uspeli). Ob uspehu prvega podjetja se bo vrednost njihovih delnic potrojila,
ob uspehu drugega podjetja pa se bo vrednost njihovih delnic popeterila — ce
si lasti$ delnice uspesnega podjetja, jih torej lahko prodas, pri cemer bo torej
dobicek enak dvakratniku oziroma S§tirikratniku vloZenega zneska. Delnic ne-
uspes$nega podjetja ne bo Zelel nihce kupiti, tako da je v tem primeru vloZeni
znesek izgubljen.

Za mnenje lahko povprasas trZznega izvedenca, ki bo po opravljeni raziskavi
povedal, katero od dveh podjetij ima ve¢je moZnosti za uspeh. Ce bo uspesno
prvo podjetje, bo to pravilno napovedal z verjetnostjo 0.8, ¢e pa bo uspedno drugo
podjetje, bo to pravilno napovedal z verjetnostjo 0.7. V primeru, ko podjetji ne
bosta uspeli, bo z verjetnostjo 0.4 ve€je moZnosti pripisal prvemu, z verjetnostjo
0.6 pa drugemu podjetju. Za svoje mnenje izvedenec racuna 1 000€.

Kaksne bodo tvoje odlocitve, da bo tvoj pricakovani dobic¢ek po odprodaji
delnic ¢im vecji? Narisi odlocitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracu-
nanih verjetnosti. Pricakovani dobicek tudi izracunaj.

Naloga 3.3. Vir: Izpit OR 10.7.2017

Proti racunalniS$kemu programu igras Texas hold ’em poker. Pravila igre tukaj
niso pomembna. Ker imas dostop do kode programa, poznas logiko, po kateri
se ravna. V trenutni igri si vlozil 30 Zetonov, enako tudi nasprotnik. Nasprotnik
z verjetnostjo 0.6 meni, da so odprte karte ugodnejse zate, z verjetnostjo 0.4 pa,
da so ugodnejse zanj (sam si ne ustvari§ nobenega mnenja). V prvem primeru je
verjetnost, da so dejansko tvoje karte boljse, enaka 0.8, vdrugem pale 0.1.

Nasprotnik se bo sedaj odlocil, ali naj vloZi e 10 Zetonov. Sam se lahko nato
odlocis, ali bos vlozil 0, 10 ali 20 Zetonov (skupni vloZek bo torej 30, 40 ali 50 Zeto-
nov). Ce je tvoj vloZek manjsi od nasprotnikovega, je igra izgubljena in izgubi$ do
sedaj vlozeno. Ce je tvoj vloZzek enak nasprotnikovemu, z nasprotnikom pogle-
data karte in tako dolo¢ita zmagovalca. Ce je tvoj vloZek visji od nasprotnikovega,
ima ta moznost odstopiti (tako pridobi$ nasprotnikov vlozek), ali pa izenaditi,
nakar se zmagovalec dolo¢i na podlagi kart. Ce zmagas, pridobi§ nasprotnikov
vlozek, ¢e izgubis, pa izgubis svojega.

V spodnji tabeli so zbrane verjetnosti dogodkov v odvisnosti od nasprotniko-
vega mnenja glede kart. Verjetnosti navedenih dogodkov pri istem mnenju so
med seboj neodvisne.
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Slika 2: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.4.

dogodek \ nasprotnikovo mnenje | ugodnejSe karte zate za nasprotnika

dejansko imas boljse karte 0.8 0.1

nasprotnik vloZi 10 Zetonov po razkritju karte 0.3 0.8
nasprotnik izenaci skupni vloZek 40 Zetonov 0.2 0.7
nasprotnik izenaci skupni vlozek 50 Zetonov 0.1 0.8

Na primer:

Pr[nasprotnik izenaci skupni vloZek 40 Zetonov |

| nasprotnikovo mnenje je “ugodnejse karte zate”] = 0.2.

Kaksne bodo tvoje odlocitve, da bo tvoj pricakovani dobicek po koncu igre
¢im vecji? Narisi odlocitveno drevo in odlocitve sprejmi na podlagi izracunanih
verjetnosti. Pricakovani dobicek tudi izracunaj.

Naloga 3.4. Vir: Izpit OR 29.8.2017

Dano je odlocitveno drevo s slike 2, pri cemer velja 0 < p < 1/4. Pricakovano vred-
nost Zelimo maksimizirati. Pois¢i optimalne odlocitve in pricakovano vrednost v
odvisnosti od vrednosti parametra p.

Naloga 3.5. Vir: Kolokvij OR 23.4.2018

Mladi podjetnik je razvil inovativen izdelek in se odlo¢a za nadaljnje korake pri
njegovem trzenju. Naenkrat lahko naroci izdelavo 500 izdelkov po ceni 10000€
ali 1000 izdelkov po ceni 18000€, lahko se pa odloci tudi, da izdelave ne naroci.
Podjetnik ocenjuje, da je izdelek trzno zanimiv z verjetnostjo 0.8. Odloca se, ali
naj posamezen izdelek prodaja po ceni 50€ ali 60<, pri cemer so v spodnji tabeli
zbrana pricakovana Stevila prodanih kosov v odvisnosti od teh pogojev.
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‘ cena 50€ cena 60€
trzno zanimiv 650 550
trzno nezanimiv 250 100

Predpostavi, da se bodo prodali vsi izdelani kosi, Ce je Stevilo teh manjSe od
pricakovane prodaje pri danih pogojih.

(a) Kako naj se podjetnik odloc¢i, da bo pricakovani zasluzek ¢im vecji? Narisi
odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev.

(b) Vzadnjem trenutku je podjetnik izvedel, da bo Podjetniski pospesevalnik ob-
javil razpis za nagrado za najboljsi izdelek. Razpisni pogoji zahtevajo, da se za
potrebo kontrole kvalitete izdela vsaj 1 000 izdelkov, od katerih komisija izbere
20 za dejansko kontrolo, z ostalimi pa lahko prijavitelj prosto razpolaga. Ce
podjetnik zmaga, bo dobil nagrado v vi$ini k, pri cemer k € [1000€,5000<€]
$e ni znan, poleg tega pa si obeta tudi 20% povecanje pricakovanega Stevila
prodanih kosov (v vseh zgoraj omenjenih pogojih). Ce ne zmaga, se pri¢ako-
vanja ne spremenijo. Podjetnik ocenjuje, da je verjetnost zmage enaka 0.6, e
je izdelek trZzno zanimiv, in 0.1, Ce izdelek ni trZzno zanimiv.

Naj se podjetnik prijavi na razpis? Narisi odlo¢itveno drevo in odlocitve
sprejmi v odvisnosti od parametra k!

Naloga 3.6. Vir: Izpit OR 11.6.2018

Podajamo se na pot v mesto na drugi strani gorovja. Lahko se odlo¢imo za pot
po cesti okoli gorovja, za kar bomo porabili 12 ur. Vendar pa nas najkrajsa pot
vodi ez prelaz, ki je eno uro stran od zacetne lokacije. Zal pa so razmere v gorah
nepredvidljive: ocenjujemo, da bo z verjetnostjo 0.2 prelaz ¢ist in ga bomo lahko
prevozili v 5 urah, z verjetnostjo 0.1 bo delno zasneZen in ga bomo prevozili v9
urah, z verjetnostjo 0.7 pa bo neprevozen, zaradi Cesar se bomo morali vrniti na
zacetek in iti okoli gorovja (skupno trajanje poti bo v tem primeru torej 14 ur).
Edini, ki nam lahko kakorkoli pomaga pri oceni viemenskih razmer na pre-
lazu, je lokalni vrac, ki pa Zivi v dolini pod goro in ne uporablja sodobne teh-
nologije, s katero bi ga lahko kontaktirali. Rade volje pa nam bo povedal, ali na
gori vlada mir, €e se na poti do prelaza ustavimo pri njem. Pogojne verjetnosti
njegovega odgovora v odvisnosti od razmer na prelazu so podane v spodnji tabeli.

P (vratev 0dg0vor|razmere na prelazu) ‘ Cist delno zasneZen neprevozen

na gori vlada mir 0.9 0.5 0.1
na gori divja vojna 0.1 0.5 0.9

Do vra¢a imamo eno uro voZnje, do prelaza pa potem $e eno uro. Ce se po obisku
vraca odlo¢imo za pot okoli gorovja, bomo za nadaljnjo pot porabili 12 ur.

Kako se bomo odlocili? Narisi odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejema-
nju odlocitev. Izracunaj tudi pricakovano trajanje poti. Glej sliko 3 za shemo
moznih poti.
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(Ce je prevozen)
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Slika 4: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.7.
Naloga 3.7. Vir: Izpit OR 28.8.2018

Dano je odlocitveno drevo s slike 4, pri cemer velja 0 < p < 1. Pricakovano vred-
nost zelimo maksimizirati. Poi§¢i optimalne odlocitve in pricakovano vrednost v
odvisnosti od vrednosti parametra p.
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Naloga 3.8. Vir: Kolokvij OR 19.4.2019

V manj$em podjetju so razvili nov okus sadnega soka. Proizvedli so ga Ze 100000
litrov, ko so prejeli ponudbo multinacionalke, da odkupijo vso razpolozljivo
koli¢ino po ceni 1€ na liter. Ce se ne odlocijo za odprodajo, bodo sok sami
pakirali in ponudili na trgu po ceni 3€ na liter. Zagon pakiranja stane 1000€,
pakiranje enega litra soka pa 0.5€. V podjetju ocenjujejo, da bo z verjetnostjo 0.7
produkt uspesen in ga bodo vsega prodali, z verjetnostjo 0.3 pa bo neuspesSen in
ga bodo prodali le 10000 litrov.

Pri podjetju imajo na voljo ravno dovolj ¢asa, da pred odlocitvijo pakirajo
in na regionalnem trgu ponudijo 1000 litrov soka po akcijski ceni 2.5€ na liter.
Ocenjujejo, da bi v primeru uspeha produkta z verjetnostjo 0.8 tudi akcija uspela
in bi tako razprodali akcijske zaloge, v primeru neuspeha produkta pa bi se
to zgodilo le z verjetnostjo 0.1. Ce akcija ne bi uspela, bi prodali le 100 litrov
soka. Ce se po akcijski ponudbi odlo¢ijo za samostojno prodajo, bodo seveda
morali Se enkrat placati stroSke zagona pakiranja, v nasprotnem primeru pa bo
multinacionalka odkupila preostalih 99000 litrov e nepakiranega soka.
Opomba: koli¢ina, prodana v akcijski ponudbi, je vklju¢ena v kon¢no prodano koli¢ino.
Ce torej v akciji prodajo vseh 1000 litrov soka po ceni 2.5€ na liter, ga bodo v primeru
neuspeha produkta v redni prodaji prodali le $e 9000 litrov po ceni 3€ na liter, v primeru
uspeha pa $e 99000 litrov.

Kako naj se pri podjetju odlocijo, da bo pri¢akovani zasluzek ¢im vecji? Narisi
odlocitveno drevo in ga uporabi pri sprejemanju odlocitev.

Naloga 3.9. Vir: Izpit OR 3.6.2019

Podjetje je od konkurenta v finan¢nih teZavah odkupilo tovarno ¢okolade, ki Ze
nekaj ¢asa ni bila v uporabi. Ker Ze prejemajo nova narocila, Zelijo v naslednjih 8
tednih proizvesti ¢im vecjo koli¢ino ¢okolade. Ocenjujejo, da so z verjetnostjo
0.4 stroji v dobrem stanju in lahko proizvedejo 10000 kg ¢okolade na teden, z
verjetnostjo 0.6 pa so v slabem stanju in lahko proizvedejo le 1000 kg ¢okolade
na teden.

Odlocijo se lahko, da pred zagonom proizvodnje na strojih izvedejo servis.
Izvedba servisa lahko poteka gladko in kon¢a v enem tednu, ali pa se pojavijo
tezave in tako servis traja tri tedne (za proizvodnjo tako ostane le Se 7 oziroma
5 tednov). Ce so stroji v dobrem stanju, bo servis z verjetnostjo 0.9 potekal
gladko, z verjetnostjo 0.1 pa se bodo pojavile teZave — v obeh primerih pa bodo
stroji po servisu ostali v dobrem stanju. Ce so stroji v slabem stanju, bo servis z
verjetnostjo 0.2 potekal gladko in jih tedaj z verjetnostjo 0.7 spravil v dobro stanje,
z verjetnostjo 0.8 pa se bodo pojavile tezave — tedaj je verjetnost, da bodo stroji po
servisu v dobrem stanju, enaka 0.5. Po zagonu proizvodnje te zaradi previsokih
stroSkov ni mogoce pred¢asno prekiniti; stroski servisa pa niso pomembni, saj ga
bodo morali izvesti kasneje, Ce se zanj ne odlocijo tako;j.

Kako naj se v podjetju odlocijo? Narisi odlocitveno drevo in ga uporabi pri
sprejemanju odlocitev. Izracunaj tudi pricakovano koli¢ino proizvedene ¢oko-
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Slika 5: Odlocitveno drevo za nalogo 3.10.
lade.
Naloga 3.10. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Dano je odlocitveno drevo s slike 5, pri cemer velja 0 < p < 1/2. Pricakovano vred-
nost Zelimo minimizirati. Poi§¢i optimalne odloc¢itve in pricakovano vrednost v
odvisnosti od vrednosti parametra p.

Naloga 3.11. Vir: Izpit OR 4.6.2020

Na trajektu stoji 200 avtomobilov, vozovnica pa stane 35€. Pri druzbi, ki upravlja
trajekt, se lahko odlocijo prodati 200, 201, 202 ali 203 vozovnice. Naj bo p; verjet-
nost, da i avtomobilov z vozovnicami ne pride do trajekta (tj., po je verjetnost, da
vsi pridejo):
ilo 1 2 3
pi |03 04 02 0.1

Z vsakim avtomobilom, ki pride do trajekta in se ne more vkrcati, ima druzba
60<€ stroskov (skupaj torej 25€ izgube).

(a) Koliko vozovnic naj proda druzba, da bo imela ¢im vecji dobicek?

(b) Na trajektu je na voljo $e eno mesto, ki pa ni najbolj varno' — avtomobil, ki se
pelje na njem, bo z verjetnostjo 0.001 (neodvisno od ostalih dejavnikov) med

1Seveda bo to mesto ostalo prazno, &e bo to mogoce.
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potjo padel v morje. V tem primeru ima druzba dodatnih 40 000€ stroskov.
Ali se druzbi izplaca uporabiti to mesto? Koliko vozovnic naj tedaj proda?
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1.4 Dinamicno programiranje

Naloga 4.1. Vir: [1, Exercise 6.14]

Imamo pravokoten kos blaga dimenzij m x n, kjer sta m in n pozitivni celi Stevili,
ter seznam k izdelkov, pri Cemer potrebujemo za izdelek & pravokoten kos blaga
dimenzij ay x by, (ay, by, sta pozitivni celi Stevili), ki ga prodamo za ceno ¢y, > 0.
Imamo stroj, ki lahko poljuben kos blaga razreze na dva dela bodisi vodoravno,
bodisi navpi¢no. Zacetni kos blaga Zelimo razrezati tako, da bomo lahko naredili
izdelke, ki nam bodo prinasali ¢im vec¢ji dobicek. Pri tem smemo izdelati poljubno
Stevilo kosov posameznega izdelka. Kose blaga lahko seveda tudi obracamo (4j.,
za izdelek h lahko narezemo kos velikosti a;, x by, ali by, x ay,).

Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamao, ter kako dobimo
optimalno resitev.

Naloga 4.2. Vir: Izpit OR 15.12.2016
Oceni tasovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz rekurzivnih enac¢b za nalogo 4.1.
Resi problem za podatke m = 5,n = 3,k = 4, (“h)Zﬂ = (2,3,1,2), (bh)zzl =
(2,1,4,3) in (cp)¥_, = (6,3,5,7).

Naloga 4.3. Vir: Izpit OR 31.1.2017
Dano je zaporedje n realnih $tevil ay, a, ..., a,. Zelimo poiskati strnjeno pod-
zaporedje z najvecjim produktom - t.j., taka indeksa i,j (1 =i < j < n), daje
produkt a;a;41 -+ aj-ya;j ¢im vecji.

(a) Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

Namig: posebej obravnavaj pozitivne in negativne delne produkte.

(b) Oceni casovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.

(c) Ssvojim algoritmom resi problem za zaporedje

0.9, -2, -0.6, -0.5, -2, 5, 0.1, 3, 0.5, —-3.

Naloga 4.4. Vir: Izpit OR 10.7.2017

V podjetju imajo na voljo m milijonov evrov sredstev, ki jih bodo vloZili v razvoj
nove aplikacije. Denar bodo porazdelili med tri skupine. Naj bodo x;, x» in x3
koli¢ine denarja (v milijonih evrov), ki jih bodo dodelili razvijalcem, oblikovalcem
in marketingu. Vrednosti xj, xp, X3 niso nujno cela Stevila. Razvijalci morajo
dobiti vsaj a; milijonov evrov, potencial, ki ga ustvarijo, pa je py = n; + k1 x;.
Oblikovalci morajo dobiti vsaj a, milijonov evrov, potencial, ki ga ustvarijo, pa je
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p2 = Ny + ko xo. Marketing mora dobiti vsaj as milijonov evrov, ustvari pa faktor
p3 = n3 + ksx3. Pricakovani dobicek v milijonih evrov se izracuna po formuli
d = (p1 + p2) p3. V podjetju bi radi sredstva porazdelili med skupine tako, da bo
pricakovani dobicek ¢im vecji.

(a) Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema.

(b) Z zgoraj zapisanimi ena¢bami resi problem pri podatkih m = 15, a; = 4,
ni =3, k1 =1.5, 612=3, np =4, k2=2, a3=2, n3=0.4in k3=0.3.

Naloga 4.5. Vir: Izpit OR 29.8.2017

V veliki multinacionalni korporaciji Zelijo, da bi se zakonodaja spremenila v
njihov prid. V ta namen so najeli m lobistov, ki se bodo pogajali z n politi¢nimi
strankami, da pridobijo njihovo podporo pri spremembi zakonodaje. Vsak lobist
se bo pogajal s samo eno stranko; k vsaki stranki lahko posljejo vec lobistov. Naj
bo p;j (0<i<m, 1< j<n)verjetnost, da pridobijo podporo stranke j, Ce se z
njo pogaja i lobistov (lahko predpostavis p;-1,; < p;j za vsaka i, j). Verjetnosti za
razli¢ne stranke so med seboj neodvisne. Maksimizirati Zelijo verjetnost, da bodo
lobisti pridobili podporo vseh 7 politi¢nih strank.

(a) Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema.

(b) Naj bo m =6in n = 3. Kvsaki stranki Zelijo poslati vsaj enega lobista (tj.,
poj =0 zavsak j), vrednosti p;; za i = 1 pa so podane v spodnji tabeli.

Pij 1 2 3
1 102 04 03
2 105 05 04
3 107 05 0.8
4 108 06 0.9

Za dane podatke resi problem z zgoraj zapisanimi ena¢bami.

Naloga 4.6. Vir: Kolokvij OR 23.4.2018
Imamo zaporedje n polj, pri Cemer je na i-tem polju zapisano §tevilo a;. Na voljo
imamo Se |n/2] domin, z vsako od katerih lahko pokrijemo dve sosednji polji.
Vsaka domina je sestavljena iz dveh delov: na enem je znak +, na drugem pa
znak —. Posamezno polje lahko pokrijemo z le eno domino; ¢e sta pokriti dve
sosednji polji, morata biti pokriti z razlicnima znakoma (bodisi z iste, bodisi z
druge domine). IS¢emo tako postavitev domin, ki maksimizira vsoto pokritih
Stevil, pomnoZenih z znakom na delu domine, ki pokriva §tevilo. Pri tem ni
potrebno, da uporabimo vse domine. Primer je podan na sliki 6.
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6 3 -4 2 -3 5 9 1 2

Slika 6: Primer dopustnega (ne nujno optimalnega) pokritja za nalogo 4.6. Vsota tega
pokritja je 3— (—4) —5+9—1+2 = 12. Ce bi eno od zadnjih dveh domin obrnili (zamenjala
bi se znaka), dobljeno pokritje ne bi bilo dopustno, saj bi dve zaporedni polji bili pokriti z
enakima znakoma.

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih ra¢unamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

Namig: posebej obravnavaj dva primera glede na postavitev zadnje domine.

(b) Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.

(c) Ssvojim algoritmom pois¢i optimalno pokritje za primer s slike 6.

Naloga 4.7. Vir: Izpit OR 5.7.2018

Vlagatelj ima na voljo 50 milijonov evrov sredstey, ki jih lahko porabi za donosno,
a tvegano nalozbo. Ocenjuje, da bi se mu ob uspehu nalozbe vloZek povrnil
petkratno, verjetnost uspeha pa ocenjuje na 0.6. Zaradi tveganja se lahko odloci
za zavarovanje nalozbe, pri ¢emer ima ponudbi dveh zavarovalnic, ki mu proti
placilu ustrezne premije ponujata povracilo dela vloZka, ¢e bo naloZba neuspesna.
Vlagatelj lahko del sredstev obdrZi tudi zase (tj., ga ne porabi za nalozbo ali
premijo).

Naj bodo torej x1, x2, x3 vrednosti v milijonih evrov, ki zaporedoma predstav-
ljajo kolic¢ine, ki jih vlagatelj obrzi zase, porabi za nalozbo, in placa za zavaroval-
nisko premijo. Pricakovana vrednost nalozbene strategije vlagatelja (tj., koli¢ina
denarja, ki jo ima na koncu) je potem

X1+ x2(0.6-5+0.49(x3)),

kjer q(x3) predstavlja deleZ vloZka, ki ga glede na vloZeno premijo zavarovalnica
povrne ob neuspehu nalozbe.

Vlagatelj ima dve ponudbi konkuren¢nih zavarovalnic. Zavarovalnica Zvezna
d.z.z. za premijo v vi$ini x3 milijonov evrov ponuja povracilo deleza 0.15x3 celotne
naloZbe v primeru neuspeha, pri cemer je najve¢ja mozna premija 4 milijone
evrov. Zavarovalnica Diskretna d.d.z. pa ponuja le tri mozne premije:

premija delez povracila ob neuspe$ni nalozbi
1 milijon evrov 0.1
2 milijona evrov 0.35
3 milijoni evrov 0.5
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Pogodbo smemo skleniti samo pri eni zavarovalnici.

(a) Zapisi definicijo funkcije g(x) skupaj z izbiro najugodnejse zavarovalnice pri
vsakem x.

(b) Zapisi rekurzivne formule za dolocitev strategije vlaganja, ki nam bo prinesla
najvecji pricakovani dobicek.

(c) S pomocjo zgornjih rekurzivnih enacb ugotovi, kako naj ravna vlagatelj, da
bo imel ¢im vecji dobicek.

Naloga 4.8. Vir: Izpit OR 28.8.2018

Pri direkciji za ceste nacrtujejo nov avtocestni odsek dolzine M kilometrov. Ob
cesti Zelijo zgraditi pocivali§c¢a tako, da je razdalja med dvema zaporednima
pocivaliS¢ema najvec K kilometrov. Prav tako mora biti prvo pocivali$¢e najvec
K kilometrov od zacetka, zadnje pa najvec K kilometrov od konca avtocestnega
odseka. Naj bodo x; < x» < -+ < x, mozZne lokacije pocivalis¢ (v kilometrih od
zaCetka avtocestnega odseka), in ¢; (1 < i < n) cena izgradnje pocivali$¢a na

lokaciji x;. Postavitev pocivaliSc Zelijo izbrati tako, da bo skupna cena izgradnje
¢im manjsa.

(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

(b) Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.

(c) Spomocjo rekurzivnih enacb resi zgornji problem za podatke

M =100, (xl-)?:1 =(5,12,22,34,49,65,83,91),
K =30, (cn8_, = (18,11,21,16,23,15,19,13).
Naloga 4.9. Vir: Kolokvij OR 19.4.2019

Gradimo avtocesto skozi pu$cavo in Zelimo zagotoviti, da bo v celoti pokrita z
mobilnim signalom. Cesta je ravna in dolga »n milj (n € Z), na vsako miljo pa
imamo mozZnost postaviti bazno postajo z dosegom 1 miljo. Cena postavitve
bazne postaje na i-ti milji je podana s parametrom a; (0 < i < n). Predpostavi§
lahko, da so vse cene pozitivne. Pri obstojeci infrastrukturi je pokrita le zacetna
tocka avtoceste (tj., milja 0). Poiskati Zelimo torej ¢im cenejSo postavitev baznih
postaj, da je vsaka toCka avtoceste pokrita s signalom.

Primer: Ce postavimo postaji na milji 0 in 3, potem je interval (1,2) nepokrit. Ce
pa npr. postajo namesto na milji 0 postavimo na milji 1, smo tako v celoti pokrili
interval [0, 4].
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(a) Zapisirekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. Razlozi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kaksnem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev.

(b) Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma, ki sledi iz zgoraj zapisanih enacb.
(c) S svojim algoritmom poisci optimalno postavitev postaj za n = 10 ter

(@), = (4,6,1,10,14,21,15,6,10,3,2).

(d) Denimo, da lahko postavimo tudi vec¢je bazne postaje z dosegom 2 milji, pri
Cemer je cena postavitve take postaje na i-ti milji podana s parametrom b;
(0 =i < n). Zapisi rekurzivne enacbe, ki bodo upostevale tudi to mozZnost.

(e) Problem iz tocke (d) resi s podatki iz tocke (c) in

(b))}, = (10,12,3,18,24,25,20,11,16,7,4).

Naloga 4.10. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Za novo postavljeno obrtno cono Zelimo napeljati vodovodno omreZje. Imamo
n delavnic v ravni vrsti, za i-to delavnico pa imamo podano porabo vode p;. Iz
javnega vodovoda bodo napeljali cev, preko katere bo priteklo dovolj vode za vseh
n delavnic, mi pa Zelimo postaviti razdelilnike, ki bodo poskrbeli za ustrezno raz-
delitev vode med delavnice. Vsak razdelilnik ima eno vhodno cev in dve izhodni,
vsaka od njiju pa bo pripeljala vodo do zaporednih delavnic (po potrebi preko
nadaljnjih razdelilnikov). Cena postavitve razdelilnika je sorazmerna porabi de-
lavnic, ki jim sluZi. Razdelilnike Zelimo postaviti tako, da bo skupna cena ¢im
manjsa.

Primer: na sliki 7 je prikazana mozZna postavitev razdelilnikov za tri delavnice. Odlo¢imo
se lahko, ali bomo najprej razdelili vodo delavnici 1 in delavnicama 2, 3, ali pa bomo vodo
peljali naprej do delavnic 1,2 in do delavnice 3 (ne moremo pa deliti na delavnici 1,3
in delavnico 2). Ce se odlo¢imo za prvi primer, potem do delavnice 1 ne potrebujemo
drugih razdelilnikov, e enega pa moramo postaviti, da razdelimo vodo do delavnic 2
in 3. Cena postavitve prvega razdelilnika je tako p; + p2 + p3 (ne glede na odlocitev), za
drugega pa je vtem primeru cena p- + ps.

(@) Najboc; =Y 2:1 pn (0 < i < n). Zapisi rekurzivne enacbe za ¢im ucinkovitejsi
izracun teh vrednosti.

(b) Zapisi rekurzivne enacbe za reSevanje danega problema. RazloZi, kaj pred-
stavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem redu jih racunamo, ter kako
dobimo optimalno resitev. Kaksna je casovna zahtevnost algoritma?

Namig: pomagaj si z vrednostmi ¢; iz prej$nje tocke.
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Slika 7: Primer postavitve razdelilnikov za nalogo 4.10.
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Slika 8: Primer matrike dimenzij 4 x 4 za nalogo 4.11 skupaj z dopustno (ne nujno
optimalno!) resitvijo. Vsota obiskanih mest je vtem primeru 0+ 7+2+(-2)+0=7.

p

(c) S pomocjo rekurzivnih enacb resi zgornji problem za n = 6 in

(pd)S., = (4,19,17,7,5,9).

Naloga 4.11. Vir: Izpit OR 4.6.2020

Dana je matrika A dimenzij m x n. I§¢emo tako zaporedje skokov po matriki, pri
¢emer zacnemo levo zgoraj in kon¢amo desno spodaj, v vsakem koraku pa sko-
¢imo za vsaj eno mesto desno ali dol, pri katerem je vsota obiskanih mest ¢im vec-
ja. Drugace povedano, i§¢emo tako zaporedje indeksov (i1, j1), (i2, jo),... (ix, ji)
(za nek k = 1), za katere velja (i, j1) = (1,1), (i, jx) = (m,n) in (i < ips1 A jp =
JreD)Vp =ipe1 A Jn < jne1) zavse h (2 < h < k), ki maksimizira vsoto Z’;lzl Ay jin-
Primer je podan na sliki 8.

(a) Zapisi zacetne pogoje in rekurzivne enacbe za reSevanje opisanega problema
ter dolo¢i, v kakSnem vrstnem redu racunamo spremenljivke in kako do-
bimo maksimalno vsoto. Kaksna je ¢asovna zahtevnost algoritma, ki sledi iz
rekurzivnih enacb?

(b) Resi problem za matriko s slike 8 z uporabo rekurzivnih enacb.
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Naloga 4.12. Vir: Izpit OR 27.8.2019

Vlagatelj ima na voljo m kapitala, del katerega bo vlozil v eno izmed dveh kon-
kuren¢nih podjetij, ki razvijata podobna produkta (v obe ne more vloZiti), pre-
ostanek pa bo namenil za marketin§ko kampanjo, ki bo promovirala produkt
izbranega podjetja. Naj bodo x;, x» in x3 koli¢ine denarja (te so lahko poljubna
nenegativna realna Stevila), ki jih bo vloZil v prvo oziroma drugo podjetje in v
marketing, ter dolo¢imo

(i=1,2,3)

n;+ k;x;, c¢ex;=a;in
pi= .
0 sicer

kot faktor, ki ga ustvari vsako izmed njih. Pricakovani dobicek se izracuna po
formuli d = (p; + p2) p3, pri Cemer bo eden od p; in p, enak 0. Vlagatelj bi rad
sredstva porazdelil tako, da bo pric¢akovani dobicek ¢im vecji.

(a) ZapiSi enacbe za reSevanje danega problema. Lahko predpostavis, da velja
pi =0 zavse vrednosti x; (i =1,2,3).

(b) Z zgoraj zapisanimi enacbami resi problem pri podatkih m = 10, a; = 4,
n1=8, k1=4, d2=5, I’l2=12, k2=2, d3=3, n3:4ink3=1.
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Slika 9: Graf za nalogi 5.1 in 5.3.
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Slika 10: Graf za nalogo 5.2.

1.5 Algoritmi na grafih

Naloga 5.1. Vir: Vaje OR 30.11.2016

Na grafu s slike 9 izvedi iskanje v $irino. V primerih, ko ima$ ve¢ enakovrednih
izbir, upostevaj abecedni vrstni red. Za vsako povezavo dolodi, ali se nahaja v
drevesu iskanja v $irino.

Naloga 5.2. Vir: Vaje OR 7.12.2016

S pomocjo Dijkstrovega algoritma doloc¢i razdalje od vozlis¢a a do ostalih vozli§¢
v grafu s slike 10.

Naloga 5.3. Vir: [1, Exercise 3.1]

Na grafu s slike 9 izvedi iskanje v globino. V primerih, ko ima$ ve¢ enakovrednih
izbir, upoStevaj abecedni vrstni red. Za vsako povezavo doloci, ali se nahaja v
drevesu iskanja v globino.

Naloga 5.4. Vir: Vaje OR 21.5.2018

S pomocjo Bellman-Fordovega algoritma doloc¢i razdalje od vozli$¢a a do ostalih
vozlis¢ v grafu s slike 11.
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Slika 12: Graf za nalogo 5.5.

Naloga 5.5. Vir: Vaje OR 7.12.2016

Dan je usmerjen aciklicen graf s slike 12.
(a) Poisci topolosko ureditev vozlis¢ zgornjega grafa.
(b) PoiscinajkrajSo pot od vozlis¢a g do vozlisca e.

(c) Poiscinajdaljso pot od vozlis¢a g do vozlisca e.

Naloga 5.6. Vir: Izpit OR 15.12.2016

Lovec na zaklade se z bogatim ulovom vraca iz Kalifornije nazaj domov v Chicago,
pri Cemer mora seveda preckati Divji zahod. Potoval bo s kocijo, pri cemer bo
vsak dan potoval med dvema mestoma in nato prespal. Zaradi varnosti se bo
drzal samo drZavnih cest, ki so varne. Toda mesta, kjer bo prespal, niso povsem
varna. Za vsako mesto pozna verjetnosti, da ga tam ne bodo oropali (te so med
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Slika 13: Graf za nalogo 5.6.

seboj neodvisne). Tako bi Zelel na¢rtovati najvarnejso pot domov — torej pot z
najvecjo verjetnostjo, da ga pri nobenem postanku ne bodo oropali.

ev v

usmerjenem grafu G, verjetnosti pa kot teZe vozlis¢. Opisi, kako lahko za dani
graf G z uteZenimi vozli§¢i u¢inkovito pois¢emo ustrezno pot med danima
vozlis¢ema s in t z uporabo variante Dijkstrovega algoritma, ter utemelji
njegovo ustreznost. Lahko predpostavis, da sta teZi zacetnega in kon¢nega
vozlisc¢a enaki 1.

(b) Resiproblem za graf s slike 13, pri cemer naj se pot zacne v LA in kon¢a v CH.
Zadostovalo bo, Ce verjetnosti racunas na 3 decimalke natan¢no.

Naloga 5.7. Vir: Izpit OR 10.7.2017

Z elektricnim vozilom se odpravljamo na pocitnice. Vozilo moramo vsako no¢
napolniti, zato smo si pripravili seznam krajev in cestnih povezav med njimi,
ki jih lahko prevozimo v enem dnevu. Poiskati Zelimo pot od zacetne tocke do
destinacije, ki bo imela ¢im manjsSe Stevilo postankov (tj., bo trajala ¢im manj
dni).

(a) Predstavi problem v jeziku grafov in predlagaj algoritem za njegovo reSevanje.

(b) Nakoncu pocitnic razmisljamo o poti nazaj. Spet bi radi naredili ¢im manj
postankov, a se pri tem ne Zelimo ustaviti v nobenem kraju, kjer smo se
ustavili na poti naprej. Dopolni zgornji algoritem, da bo na3el Se ustrezno pot
nazaj.

(c) S pomocjo zgornjih algoritmov poisci najkrajso pot od L] do AM in najkrajso
pot nazaj v grafu s slike 14, ki ne gre ¢ez kraje iz prej$nje poti.
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Slika 14: Graf za nalogi 5.7 (brez utezi) in 5.10.
Naloga 5.8. Vir: Kolokvij OR 11.6.2018

Dan je povezan neusmerjen enostaven graf G = (V, E) (tj., brez zank in veckratnih
povezav). Prerezno vozlisce v grafu G je tako vozlisce u € V, da graf G — u (tj., graf
G brez vozli$€a u in povezav s krajiS€em v u) ni ve¢ povezan. Poiskati Zelimo
seznam prereznih vozliS¢ grafa G.

Pri iskanju si bomo pomagali s preiskovanjem v globino. Ob prvem obisku
vozlis¢a u s predhodnikom v se tako poklice funkcija PREVISIT(u, v), ob njego-
vem zadnjem obisku pa funkcija POSTVISIT(u, v). Ce je u koren preiskovalnega
drevesa, potem ima v vrednost NULL. Predpostavi, da ima$ v obeh funkcijah
dostop do seznama izhod, kamor bo treba dodati najdena presecna vozli§c¢a. Prav
tako imata lahko obe funkciji dostop do drugih pomoznih spremenljivk.

Najbo ¢, globina vozlis¢a u v drevesu iskanja v globino (tj., razdalja od korena
do u v drevesu iskanja v globino). Za vsako vozli§¢e u definiramo vrednost p,,
kot najmanj$o globino vozlis¢, ki so v grafu G sosedna (ali enaka) vozlis¢u u ali
njegovim potomcem v drevesu iskanja v globino.

(a) Zagraf nasliki 15 narisi drevo iskanja v globino (v njem oznaci tudi povratne
povezave, npr. s rtkano ¢rto) in doloc€i njegova prerezna vozlis¢a. UpoStevaj
abecedni vrstni red obiskovanja vozli§¢. Za vsako vozlis¢e u doloci Se vredno-
sti , in py,.

Namig: vrednosti p,, najprej doloci za vozli§¢a z vecjo globino.

(b) Napisi rekurzivno formulo za vrednost py,.
Namig: loc¢i med sosedi v vozlis¢a u v grafu G (piSes$ lahko u ~ v) in njegovimi
neposrednimi nasledniki w v preiskovalnem drevesu (u — w).

(c) Natancno opisi funkcijo PREVISIT(u, v) (z besedami ali psevdokodo), ki po-
skrbi za izracun vrednosti Z,,.
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Slika 15: Graf za nalogo 5.8.

(d) Natancno opisi funkcijo POSTVISIT(u, v) (z besedami ali psevdokodo), ki naj
za vozliSCe u izracuna vrednost p,, in ugotovi, ali je u prerezno vozlisce, in
ga v tem primeru doda v izhod. Predpostavi, da ima$ globine vozIli3¢ Ze
poracunane.

Namig: obravnavaj dve moZnosti - ko je u koren drevesa, in ko u ni koren drevesa.
Kako v vsakem od teh primerov ugotovis, ali je u prerezno vozlisce?

(e) Oceni casovno zahtevnost celotnega algoritma.

Naloga 5.9. Vir: Izpit OR 5.7.2018

Dan je uteZen usmerjen aciklicen graf s slike 16.
(a) Poisci topolosko ureditev grafa s slike 16.
(b) Poisc¢i najcenejSo pot od vozlis¢a s do vozlisca t v grafu s slike 16.

(c) Najbo G = (V,E) usmerjen aciklicen graf z nenegativno uteZenimi poveza-
vami ter s,t € V njegovi vozli¢i. Algoritem «f se po grafu G sprehaja po
naslednjem pravilu: za¢ne v vozlis¢u s, v vsakem koraku pa se iz vozli§¢a u
premakne v njegovega izhodnega soseda v z verjetnostjo

éuv
Zu—»w guw,

kjer je ¢,,, teza povezave od u do v. Algoritem < se ustavi, ko doseze vozlisce
L.

Puv =

Natan¢no opisi (z besedami ali psevdokodo), kako bi v ¢asu O(m) (kjer je
m = |V| +|E]|) za vsako vozlis¢e u € V dolocil verjetnost q,, da algoritem «f
obisce vozlisCe u. Verjetnosti za graf s slike 16 ni potrebno racunati.

Naloga 5.10. Vir: Izpit OR 28.8.2018

Odpravljamo se na pot, ki bo trajala ve¢ dni. Pripravili smo si seznam krajev in
povezav med njimi, ki jih lahko prevozimo v enem dnevu. Za vsako povezavo
poznamo stroske prevoza, prav tako pa za vsak kraj poznamo $e stroSke nocitev.
Poiskati Zelimo ¢im cenejso pot od zacetne tocke do destinacije (tj., skupna cena
prevozov in nocitev naj bo ¢im manjsa).
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Slika 16: Graf za nalogo 5.9.

(a) Predstavi problem v jeziku grafov in predlagaj ¢im bolj u¢inkovit algoritem za
njegovo reSevanje.

(b) S pomocjo zgornjega algoritma poisci najcenejso pot od L] do BX v grafu s
slike 14. Na povezavah so napisani stroski prevozov med krajema (veljajo za
obe smeri), pri vozli§¢ih pa stroski prenocitve v kraju.

Naloga 5.11. Vir: Izpit OR 29.8.2017

Peter zakljucuje Studij na Fakulteti za alternativno znanost. Opravil je Ze vse
obvezne predmete, za pristop k zakljunemu izpitu pa mora opraviti Se nekaj
izbirnih predmetov. To bi rad storil ¢im hitreje. V tabeli 1 so nasteti izbirni
predmeti skupaj s trajanjem (v tednih, od pristopa do uspesnega opravljanja) in
predmeti, h katerim lahko pristopi po uspeSnem opravljanju. K predmetom a, ¢
in f lahko pristopi Ze takoj, za pristop k ostalim predmetom pa zadostuje, Ce je
opravljen eden od pogojev.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.

(b) Katere predmete naj Peter opravi, da bo lahko ¢im prej pristopil k zakljuc-
nemu izpitu? Koliko ¢asa bo za to potreboval? Natan¢no opi$i postopek
iskanja odgovora.

Naloga 5.12. Vir: Kolokvij OR 3.6.2019

Dan je neusmerjen uteZen graf G = (V, E) z nenegativnimi cenami povezav L,
(e € E). Naj bosta A in B disjunktni mnoZici povezav, tako da velja E = AU B.
Zelimo najti najcenej$o alternirajoco pot med danima vozlis¢ema s, r € V — torej
taksno, v kateri se povezave iz A in iz B izmenjujejo (ni pomembno, ali za¢nemo
oziroma kon¢amo s povezavo iz mnozice A ali B). Posamezno vozli§¢e se lahko v
alternirajoci poti pojavi tudi veckrat.
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Oznaka | Predmet Trajanje Zadosten pogoj za
a Alternativna zgodovina 5 i,j
b Astroloski praktikum 7 da,g
c Diskretna numerologija 9 b
d Filozofija magije 4 z
e Kvantno pravo 8 b h
f Postmoderna ekonomija 4 e
g Telepatija in telekineza 5 z
h Teorija antigravitacije 4 g
i Teorije zarote 5 h
j Ufologija I 10 k
k Uvod v kriptozoologijo 6 z
z Zakljucni izpit / /

Naloga 5.13.

Neodvisna mnozica vozliS¢ grafa G = (V, E) je taka mnoZica S < V, da sta poljubni

ev v

Tabela 1: Podatki za nalogo 5.11.

Slika 17: Graf za nalogo 5.12(b).
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(a) Predlagaj ¢im ucinkovitejsi algoritem za reSevanje danega problema. Kak3na
je njegova casovna zahtevnost?
Namig: grafu G priredi usmerjen graf G', v katerem bodo vse poti od s do ¢ ustrezale
alternirajo¢im potem v G. Po potrebi lahko vozli§¢a tudi podvojis.

(b) S svojim algoritmom poi$¢i najcenejso alternirajoco pot od s do ¢ vgrafus
slike 17. Povezave iz mnoZice A so oznacene s polno, povezave iz mnoZzice B
pa s ¢rtkano ¢rto. 1z reSitve naj bo jasno, kako poteka izvajanje algoritma.

Vir: Kolokvij OR 3.6.2019



Slika 18: Drevo za nalogo 5.13(e).

Dano je drevo T = (V, E) in uteZi vozliS¢ ¢, (v € V). V drevesu T Zelimo najti

najtezjo neodvisno mnozico — torej tako mnozico vozlis¢ S ¢ V, ki maksimizira
vsoto njihovih uteZi, torej vrednost )¢5 cy.

(@

(b)

(©

(d)
(e

Denimo, da je drevo T podano kot neusmerjen graf, predstavljen s seznami
sosedov. Razlozi, kako lahko sestavi$ slovar pred, ki za vsako vozlis¢e v e V
doloca njegovega prednika, Ce za koren izbere§ vozlisce r € V. Koren r je
lahko izbran poljubno, zanj pa velja pred[r] = NULL. Kako iz seznamov
sosedov in slovarja pred ugotovimo, katera vozlis¢a so neposredni nasledniki
danega vozlisca v drevesu?

Napisi rekurzivne enacbe za reSevanje problema najteZje neodvisne mnozice
v drevesu T. Razlozi, kaj predstavljajo spremenljivke, v kak§nem vrstnem
redu jih racunamo, ter kako dobimo optimalno resitev. Predpostavis$ lahko, da
imas3 poleg seznamov sosedov in uteZi vozli§¢ drevesa T na voljo tudi slovar
pred kot v tocki (a).

Namig: za vsako vozli§¢e uporabi dve spremenljivki — eno za primer, ko je vozlis¢e
izbrano, in eno za primer, ko ni.

Natan¢no opisi postopek (z besedami ali psevdokodo), ki iz zgoraj izracuna-
nih vrednosti sestavi najteZjo neodvisno mnozicov T.

Oceni ¢asovno zahtevnost algoritma iz tock (b) in (c).

S svojim algoritmom pois¢i najteZjo neodvisno mnozico na drevesu s slike 18.
Iz resitve naj bo jasno, kako poteka izvajanje algoritma.

Naloga 5.14. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Trg mobilne telefonije je zelo konkurencen, zato si mobilni operaterji na vse
kriplje prizadevajo pridobiti stranke svojih konkurentov. Tako zelo, da lahko v ne-
katerih primerih stranka s prehodom h konkurentu celo zasluzi. Da pa vendarle
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Slika 19: Graf za nalogo 5.14.

operaterji sami ne bi imeli prevelike izgube, stranke zadrZujejo z razli¢nimi veza-
vami, poleg tega pa novim strankam (tistim, ki e niso imele mobilnega telefona)
krepko zaracunajo priklop.

Stanje trga zberemo v utezen usmerjen graf G = (V, E), kjer vozlis¢a predstav-
ljajo operaterje, utez L, povezave uv € E pomeni stroSek prehoda od operaterja
u k operaterju v, utez c, vozlis¢a v € V pa pomeni strosek, ki nastane tekom
trajanja vezave pri operaterju v (ko preidemo k operaterju v, imamo torej ¢,
dodatnih strogkov). Ce povezave uv ni v grafu, potem neposreden prehod od
u k v ni mogoc¢. UteZi vozliSC so nenegativne, uteZi povezav pa so lahko tudi
negativne (tj., ce ob prehodu zasluzimo). Poiskati Zelimo najcenejSe zaporedje
prehodov med operaterji (tj., tako, pri katerem imamo najmanj stroskov), ¢e
zacnemo pri operaterju s in kon¢amo pri operaterju ¢.

(a) Predlagaj ¢im bolj u€inkovit algoritem za reSevanje zgornjega problema. Kak-
$na je njegova Casovna zahtevnost? Lahko predpostavis, da velja c; = ¢; = 0.

(b) Denimo, da trenutno $e nimamo mobilnega telefona. Nasi izracuni kazejo,
da je dolgoro¢no najugodnejSa ponudba operaterja Rega, tako da bi radi s
¢im manjs$imi stroski postali njihov naro¢nik. S pomocjo algoritma iz tocke
(a) poisci ustrezno zaporedje prehodov na grafu s slike 19.

Naloga 5.15. Vir: Izpit OR 4.6.2020

Dana sta neutezen neusmerjen graf G = (V, E) z n vozli§€i in m povezavami ter
vozlis¢e s € V. Za vsako vozlis¢e v € V nas zanima, koliko najkrajsih poti od s do
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Slika 20: Graf za nalogo 5.15.

vje v grafu G (tj., koliko je tak$nih poti od s do v, katerih dolzina je enaka razdalji
med s in v v grafu G).

(a) Cim bolj natan¢no opisi algoritem, ki resi zgornji problem v ¢asu O(m).

(b) Uporabi svoj algoritem, da za vsako vozli§ce v grafu s slike 20 poisces Stevilo
najkrajsih poti od vozli§¢a i. Natan¢no zabeleZi, kaj se zgodi v vsakem koraku
algoritma.

Naloga 5.16. Vir: Izpit OR 22.6.2020

Vecja skupina prijateljev Zeli preziveti pocitnice na jadrnici. Ker pa je na sami
jadrnici le manjSe Stevilo leZiS¢, so se odlocili, da bodo prenocevali na kopnem
vzdolzZ poti (vklju¢no z zaCetnim in kon¢nim krajem). Sestavili so usmerjen acikli-
¢en graf G = (V, E) z n vozlis¢i in m povezavami, v katerem vozlis¢a predstavljajo
kraje, kjer se lahko ustavijo, vozlis¢i u, v € V pa sta povezani z usmerjeno pove-
zavo uv € E, ¢e lahko v enem dnevu plujejo od kraja u do kraja v. Zacetna in
konc¢na tocka poti sta predstavljeni z vozlis§¢ema s, f € V. Poleg tega za vsako
vozlis¢e u € V poznajo Se §tevilo ky, ki predstavlja, koliko oseb lahko prespi v
kraju u. Sestaviti Zelijo tako pot od s do t, da bo lahko na jadrnici potovalo ¢im
veC prijateljev (tj., maksimizirati Zelijo minimalno vrednost k; vseh obiskanih
krajev u na poti). Dolzina poti pri tem ni pomembna.

(a) Natancno opisi ¢im ucinkovitejsi algoritem (z besedami ali psevdokodo) za
reSevanje zgornjega problema in doloc¢i njegovo ¢asovno zahtevnost.

(b) Uporabi svoj algoritem, da v grafu G = (V, E) s slike 21 poisces tako pot od KP
do DU, da bo lahko na jadrnici potovalo ¢im vecje Stevilo prijateljev. Vrednosti
k., (u € V) so zapisane ob vsakem vozli§€u. Natan¢no zabeleZi, kaj se zgodi v
vsakem koraku algoritma.
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Slika 21: Graf za nalogo 5.16(b).

Naloga 5.17. Vir: Vaje OR 17.5.2021

S pomocjo Floyd-Warshallovega algoritma poi$¢i najkrajsSe poti med vsemi pari
vozlis¢ v grafu s slike 11.
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faza | opis trajanje | pogoj || min. trajanje | cenaza dan manj
a | gradnjakleti 10 dni / 7 dni 200
b | gradnja pritli¢ja 6 dni a 5 dni 100
¢ | gradnja prvega nadstropja 7 dni b, f 5 dni 150
d | gradnja strehe 8 dni ce 6 dni 160
e | gradnja desnega podpornega stebra | 13 dni a 9 dni 250
f | gradnja glavnega podpornega stebra | 14 dni / 11 dni 240
g | gradnja barocnega stolpa pred hiSo 30 dni / 25 dni 300

Tabela 2: Podatki za nalogi 6.1 (prvi §tirje stolpci) in 6.2.

1.6 CPM/PERT

Naloga 6.1.

Gradbinec in samooklicani arhitekt Brezzobec se je odlocil, da bo postavil zelo
posebno hiso. Gradnja bo imela sedem glavnih faz, ki so opisane v tabeli 2.

(@)
(b)

()

(d)

Vir: Kolokvij OR 9.5.2013

Kdaj je lahko hisa najhitreje zgrajena? Katere faze so kriticne?

Koliko je kriti¢nih poti in katere so?

Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢cno je opravilo, katerega
trajanje lahko najve¢ podaljSamo, ne da bi vplivali na trajanje gradnje.

Brezzobcev brat je ponudil pomoc pri najvec eni fazi gradnje. Slovi po tem,
da pri fazi, pri kateri pomaga, zmanjsa ¢as izvajanja za 10%. Pri kateri fazi naj

pomaga, da bo ¢as gradnje ¢im krajsi?

Naloga 6.2.

Vir: Vaje OR 28.5.2018

Brezzobcev bratranec ima podjetje, ki lahko pomaga pri gradnji, vendar za vsak
dan krajSanja posamezne faze zahteva ustrezno placilo (glej zadnja dva stolpca
tabele 2). Brezzobca zanima nacin, kako bi s ¢im manjs$imi stroski ¢as gradnje
zmanj$al na 27 dni. Zapi$i linearni program za ta problem.

Naloga 6.3. Vir: Izpit OR 19.5.2015
Dinamika priprave dveh palacink z dvema kuharjema je opisana v tabeli 3.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.

(b) Dolo¢i kriti¢na opravila in kriticno pot ter trajanje priprave.

(c) Katero opravilo je najmanj kriti¢cno?
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aktivnost trajanje | predhodna opravila
a | nakup moke, jajc in mleka 5 min c
b | rezanje sira 3 min /
¢ | voZnja do trgovine 5 min /
d | c¢isCenje meSalnika 2 min e
e | meSanje sestavin 5 min a
f | pecCenje prve palacinke 2 min e
g | mazanje prve palacinke z marmelado | 1 min fj
h | pecenje palacinke (s sirom) 3 min b, f
i | pomivanje posode 8 min gh
j | odpiranje marmelade 1 min /
Tabela 3: Podatki za naloge 6.3, 6.4 in 6.5.
Naloga 6.4. Vir: Vaje OR 18.5.2020

Doloci skupne, proste, varnostne in neodvisne rezerve opravil iz naloge 6.3.

Naloga 6.5. Vir: Vaje OR 14.12.2016

Dolo¢i razpored opravil iz naloge 6.3, pri ¢emer en kuhar prevzame opravila na
kriti¢ni poti, drugi pa naj ¢im kasneje za¢ne in ¢im prej konca.

Naloga 6.6. Vir: Izpit OR 31.1.2017

Izdelati Zelimo terminski plan za izdelavo spletne aplikacije. V tabeli 4 so zbrana
opravila pri izdelavi.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi.
(b) Dolo¢i kriti¢na opravila in kriticno pot ter cas izdelave.

(c) Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriticno je opravilo, katerega
trajanje lahko najbolj podaljsamo, ne da bi vplivali na trajanje izdelave.

Naloga 6.7. Vir: Kolokvij OR 11.6.2018

Izdelati Zelimo terminski plan za organizacijo konference. V tabeli 5 so zbrana
opravila pri organizaciji.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga nari$i. Za trajanja opravil vzemi pricako-
vana trajanja po modelu PERT.

(b) Dolo¢i pricakovano kriti¢no pot in ¢as izdelave.

(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriti¢no je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi
vplivali na celotno trajanje izvedbe.
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Tabela 5: Podatki za nalogo 6.7.

opravilo | opis trajanje | pogoji

a natanc¢na opredelitev funkcionalnosti 15 dni /

b programiranje uporabniskega vmesnika 40 dni k

c programiranje skrbniskega vmesnika 25 dni a,m

d programiranje strezniSkega dela 30 dni a,m

e integracija uporabniskega vmesnika s streznikom | 20 dni b,d

f alfa testiranje 20 dni c,e

g beta testiranje 30 dni fih

h pridobivanje testnih uporabnikov 45 dni a

i vnos zadnjih popravkov 10 dni g

j izdelava uporabniske dokumentacije 35 dni b

k dizajniranje uporabniskega vmesnika 15 dni a

l nabava ra¢unalniske opreme 20 dni /

m postavitev streznikov 10 dni l

Tabela 4: Podatki za nalogo 6.6.
Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje

a Izbira lokacije / 10 dni 13 dni 22 dni
b Rezervacija sob za goste f 13 dni 22 dni 25 dni
¢ | Dogovarjanje za cene hotelskih sob a 3 dni 6 dni 9 dni
d Narocilo hrane in pijace a 6 dni 15 dni 21 dni
e Priprava letakov cj 5 dni 8 dni 11 dni
f Posiljanje letakov e 4 dni 4 dni 4 dni
g Priprava zbornika s povzetki d,j | 22dni 28 dni 31 dni
h Dolocitev glavnega govorca / 5 dni 8 dni 14 dni
i | Planiranje poti za glavnega govorca  a,h | 11 dni 14 dni 17 dni
j Dolocitev ostalih govorcev h 12 dni 15 dni 21 dni
k Planiranje poti za ostale govorce a,j | 9dni 12 dni 18 dni

(d) Doloci variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo izvedba trajala manj

kot 55 dni.

Naloga 6.8.

Pri izdelavi letala imamo faze, opisane v tabeli 6.

Vir: Izpit OR 28.8.2018

(a) S pomocjo topoloske ureditve ustreznega grafa doloci kriti¢na opravila in ¢as

izdelave. Uporabi podatke iz stolpca “trajanje”.

(b) Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢no jo opravilo, katerega

trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi vplivali na trajanje izdelave.
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opravilo | opis trajanje | pogoji || najmanjSe trajanje | cena za dan manj

a izgradnja nosu 40 dni / 36 dni 1000
b izgradnja trupa s krili 50 dni / 48 dni 1500
c izgradnja repa 35 dni / 31 dni 800

da vgraditev pilotske kabine 30 dni a 28 dni 1200
e opremljanje potniske kabine | 18 dni g 16 dni 500

f povezovanje nosu s trupom 10 dni a,b 9 dni 1100
g povezovanje repa s trupom 12 dni b, c 10 dni 1300
h vgraditev motorjev 20 dni b 18 dni 1400

Tabela 6: Podatki za nalogo 6.8.

(c) Naroc¢nik bi rad, da letalo izdelamo v 75 dneh. Posamezna opravila lahko
skrajSamo tako, da zanje zadolzimo vec delavcev. Seveda prinese tako kraj-
Sanje dodatne stroske, poleg tega pa za vsako opravilo poznamo najmanjse
mozno trajanje (glej zadnja dva stolpca v zgornji tabeli). Zapisi linearni pro-
gram, s katerim modeliramo iskanje razporeda opravil, ki nam prinese ¢im
manjSe stroske. Linearnega programa ne resuj.

Naloga 6.9. Vir: Kolokvij OR 3.6.2019

Izdelati Zelimo terminski plan za izgradnjo manjsega stanovanjskega naselja. V
tabeli 7 so zbrana opravila pri gradnji.

(a) Topolosko uredi ustrezni graf in ga narisi. Za trajanja opravil vzemi pricako-
vana trajanja po modelu PERT.

(b) Doloc¢i pri¢akovano kriti¢no pot in ¢as izdelave.

(c) Katero opravilo je (ob zgornjih predpostavkah) najmanj kriticno? Najmanj
kriticno je opravilo, katerega trajanje lahko najbolj podaljsamo, ne da bi
vplivali na celotno trajanje izvedbe.

(d) Doloci variance trajanj opravil in oceni verjetnost, da bo gradnja trajala manj
kot 180 dni.

Naloga 6.10. Vir: Izpit OR 19.6.2019

Gradbeno podjetje gradi avtocestni odsek na tezavnem terenu. Identificirali so
faze gradnje, ki so zbrane v tabeli 8.

(a) S pomocjo topoloske ureditve ustreznega grafa dolo¢i kriticna opravila in ¢as
izdelave. Uporabi podatke iz stolpca “trajanje”.

(b) Katero opravilo je najmanj kriticno? Najmanj kriti¢no jo opravilo, katerega
trajanje lahko najbolj podaljSamo, ne da bi vplivali na trajanje izdelave.

40



Minimalno  Najbolj verjetno Maksimalno
Opravilo Pogoji | trajanje trajanje trajanje
a | pridobitev gradbenega dovoljenja / 14 dni 14 dni 23 dni
b | pridobitev uporabnega dovoljenja f,g | 18dni 21 dni 30 dni
¢ | izgradnja komunalne infrastrukture a 40 dni 45 dni 59 dni
d postavitev temeljev a,i 28 dni 37 dni 46 dni
e izgradnja podpornega zidu a 7 dni 8 dni 12 dni
f izgradnja severne stolpnice ¢,d | 63dni 78 dni 99 dni
g izgradnja juzne stolpnice d,e | 75dni 84 dni 99 dni
h izgradnja otroSkega igrisca a,i 20 dni 29 dni 29 dni
i odstranitev rastja / 19 dni 22 dni 25 dni
Tabela 7: Podatki za nalogo 6.9.
opravilo | opis trajanje | pogoji || najmanjSe trajanje | cena za dan manj
a izgradnja juznega prikljucka 45 dni / 40 dni 300
b izgradnja severnega prikljucka 20 dni / 15 dni 200
c vrtanje tunelske cevi 90 dni ab 70 dni 700
da postavitev zahodnega stebra viadukta | 25 dni a 22 dni 1100
e postavitev vzhodnega stebra viadukta | 30 dni c 26 dni 1500
f gradnja cesti$¢a na viaduktu 35 dni d,e 28 dni 900
g ureditev napeljave v tunelu 80 dni c 65 dni 400
h asfaltiranje viadukta 10 dni f 8 dni 150

Tabela 8: Podatki za nalogo 6.10.

(c) Naro¢nik bi rad, da podjetje odsek zgradi v 200 dneh. Posamezna opravila
lahko skraj$ajo tako, da zanje zadolZijo ve¢ delavcev. Seveda prinese tako kraj-
$anje dodatne stroske, poleg tega pa za vsako opravilo poznamo najmanjse
mozno trajanje (glej zadnja dva stolpca v tabeli 8). Zapisi linearni program, s
katerim modeliramo iskanje razporeda opravil, ki nam prinese ¢im manjse
stroSke. Linearnega programa ne resuj.
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1.7 Upravljanje zalog

Naloga 7.1. Vir: Vaje OR 6.6.2018

Marta izdeluje nakit iz Skoljk v delavnici, ki jo najema v blizini ljubljanske trznice,
in ga prodaja po vnaprej dogovorjeni ceni. Povprasevanje je 10 kosov na teden,
stroski skladis¢enja so 0.2€ za kos na teden. Zagonski stroski izdelovanja nakita
so 150€. Marta lahko na teden izdela 12.5 kosa nakita. Dovoli si, da pride do
primanjkljaja, pri cemer jo ta stane 0.8€ za kos nakita na teden. Kako naj Marta
organizira proizvodnjo in skladisCenje, da bo imela ¢im manj stroskov?

Naloga 7.2. Vir: Kolokvij OR 11.6.2018

Vulkanizer v svoji delavnici izdeluje in prodaja avtomobilske pnevmatike. Glede
na trenutno povprasevanje vsak teden proda 60 pnevmatik, v istem ¢asu pa jih
lahko izdela 90. Cena zagona proizvodnje je 180€, cena skladi$¢enja posamezne
pnevmatike pa je 0.5€ na teden.

(a) Denimo, da primanjkljaja ne dovolimo. Izracunaj dolZino cikla proizvodnje
in prodaje pnevmatik, pri kateri so stroski najmanjsi. Kako veliko skladisce
mora vulkanizer imeti? Izracunaj tudi enotske stroske.

(b) Kako dolgo naj pri zgornji re§itvi traja proizvodnja? Koliko pnevmatik naj
vulkanizer naredi v vsakem ciklu?

(c) Vulkanizer je ocenil, da bi ga primanjkljaj ene pnevmatike stal 2€ na teden.
Kak$na naj bosta dolZina cikla in velikost skladi§¢a, da bodo stroski ¢im
manjsi? IzraCunaj tudi enotske stroske in dolo¢i najvecji primanjkljaj.

Naloga 7.3. Vir: Izpit OR 5.7.2018
V trgovini s pohiStvom vsak mesec prodajo 20 sedeznih garnitur. Z vsakim naroci-
lom imajo 750€ stroskov, pri tem pa vse naroceno blago dobijo hkrati. Skladisce-
nje posamezne sedezne garniture jih stane 10€ na mesec, primanjkljaj za en kos
pa jih stane 50€ na mesec.

(a) Kako pogosto naj v trgovini narocajo sedeZne garniture, da bodo stroski ¢im
manijsi? Kako veliko skladis¢e morajo imeti? Izracunaj tudi enotske stroske.

(b) Izracunaj najvecji dovoljeni primanjkljaj. Koliko sedeznih garnitur naj vsakic
narocijo?

(c) Vtrgovini dobijo ponudbo za uporabo drugega skladisca, v katerem imajo za
posamezno sedezno garnituro le 6€ stroSkov na mesec, vendar lahko hrani
najvec 40 sedeznih garnitur. Kako naj organizirajo narocanje, ¢e namesto
prvotnega uporabljajo to skladi§ce? Ali se jim ga splaca uporabiti?

Namig: izpelji formulo za enotske stroske in pois¢i optimalen interval naroc¢anja pri
fiksni velikosti skladisca.
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Naloga 7.4. Vir: Izpit OR 22.6.2020

V $iviljski delavnici so zaceli proizvajati zasCitne maske. Vsak dan lahko izdelajo
400 mask, prodajo pa jih 300. Cena zagona proizvodnje je 240<, cena skladis¢enja
ene maske za en dan paje 0.1€.

(a) Denimo, da primanjkljaj ni dovoljen. Kako pogosto naj zaZenejo proizvodnjo
in koliko ¢asa naj ta tece? Koliko mask naj izdelajo v posameznem ciklu ter
kako veliko skladi$ce potrebujejo?

(b) Obravnavajmo $e primer, ko dovolimo primanjkljaj, ki nas stane 0.4€ na dan
za eno masko. Izracunaj podatke iz prejSnje tocke e za ta primer. Koliksen je
najvecji dovoljeni primanjklaj?
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2

ReSitve

2.1 Zahtevnost algoritmov

Naloga 1.1.

(@

(b)

Program prepiSe vnose v matriki A nad diagonalo na ustrezno mesto pod
diagonalo tako, da je po izvedbi programa matrika A simetri¢na.

Kot korak bomo upostevali posamezno izvedbo notranje zanke for, kjer ko-
piramo vrednost v matriki na drugo mesto — ob predpostavki, da je velikost
vnosov omejena (npr. 32-bitna cela Stevila), bo trajanje take operacije ome-
jeno s konstanto. Prestejmo $tevilo takih korakov:

=l pm-1)

Y Y 1=)n-i=) i=——
i=1j=i i=0

Il
—
~
I
+
—
~
Il
—

Lahko bi seveda upostevali Se korake, ki so potrebni za vzdrZevanje Stevcev
zank (inicializacija Stevca, povecevanje Stevca, preverjanje konca zanke), a bi
spet dobili kvadratni polinom v n. Tako lahko reCemo, da je Stevilo korakov
omejeno z O(n?).

Naloga 1.2.

(@

V vsakem obhodu zanke while se vrednost ¢[i] spremeni iz 0 v 1 ali obratno.
Ce se vrednost spremeni na 1, se i nastavi na 1, sicer se pa poveca za 1.

IzpiSimo si vrednosti v seznamu ¢ in spremenljivke i ob koncu vsakega ob-
hoda zanke while tekom izvajanja algoritma, recimo za n = 4:

obhod | Z[4...1] | i obhod | ¢[4...1] | i
1 0001 1 16 1001 1
2 0000 |2 17 1000 |2
3 0010 1 18 1010 1
4 0011 1 19 1011 1
5 0010 |2 20 1010 |2
6 0000 |3 21 1000 |3
7 0100 |1 22 1100 |1
8 0101 1 23 1101 1
9 0100 |2 24 1100 |2
10 0110 1 25 1110 1
11 0111 1 26 1111 1
12 0110 2 27 1110 2
13 0100 |3 28 1100 |3
14 0000 4 29 1000 4
15 1000 |1 30 0000 |5

S
S



Ce pogledamo samo tiste obhode, na koncu katerih velja i = 1, opazimo, da
vrednosti v seznamu ¢ predstavljajo dvojiske zapise Stevilod 1 do 2" -1 v
ostalih pa se najmanj pomembna 1 zamenja z 0. Algoritem torej simulira
dvojiski Stevec z n mesti.

(b) Algoritem obisce vseh 2" — 1 stevil, poleg tega pa mora vsaki¢ poskrbeti za
zamenjavo vseh enic za najmanj pomembno ni¢lo. Ob upostevanju, da
obstaja 2"~/ §tevil z najmanj pomembno ni¢lo na i-tem mestu, za vrednost
2" —1 pa je potrebno nadomestiti vseh n mest, je skupno §tevilo korakov
enako

n+Z(z 2" :i(niz”‘i):

i=1 j=1

1+ Z 21’) — izn—j+l :2n+1_2.
j=1

n
=L
j=1

Casovna zahtevnost algoritma je torej O(2").

Naloga 1.3.

(a) Izpisimo vrednosti spremenljivk ob koncu vsakega obhoda zanke for oziroma
while, ko se prejs$nja konca.
obhod while Z[1...5]
[7,11,16,7,5]
[7,11,16,7,5]
[7,11,7,16,5]
[7,11,7,5,16]
[7,11,7,5,16]
(7,11,7,5,16]
[7,7,11,5,16]
[7,7,5,11,16]
[7,7,5,11,16]
[7,7,5,11,16]
[7,5,7,11,16]
[7,5,7,11,16]
[5,7,7,11,16]
[5,7,7,11,16]

—
Gl = W N~

\S}

w
NN WWH & bk WH OO R =

H NN W WWhs 000N

kW W WD -

(b) Najbodo zy,zy,...,zx vrednosti, ki jih zavzame spremenljivka z ob vsakem
vstopu v zanko while. Oc¢itno velja z;—1 = z;,1 zavsak i, tako da velja k < n—1.
Najvecje Stevilo korakov je torej

Z(z )=

n(n 1)
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Tako Stevilo korakov doseZemo, Ce je seznam ¢ na zacetku urejen padajoce —
tako vsakic¢ pride do zamenjave v zadnjem koraku zanke for, zato se z vsakic
zmanjsa za 1. Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n?).

Naloga 1.4.

(a) function MERGESORT(/[1...n])
if n <1 then
return ¢
end if
m«—[5]
/1 — MERGESORT(/[1...m)])
¢y — MERGESORT(¢/[m+1...n])
i,j—11
' —1]
whilei<mAj<n-mdo
iffl[l] sz[]] then
¢'.append(4,[i])
i—i+1
else
¢'.append(£3[j])
j—j+1
end if
end while
pripni ¢;[i...m] nakonec ¢’
pripni £5[j...n— m] na konec ¢’
return ¢’
end function

(b) Izvajanje algoritma je prikazano na sliki 22. Nad ¢rtkano ¢rto je prikazano
rekurzivno razbijanje seznamov, pod njo pa zlivanje dobljenih urejenih pod-
seznamov.

(c) Funkcija obsega dva rekurzivna klica na seznamih polovi¢ne dolZine ter zdru-
Zevanje obeh dobljenih seznamov v enega. Naj bo T'(n) ¢as izvajanja algo-
ritma pri vhodnem seznamu dolZine n. Ker zdruZevanje poteka v linearnem
Casu, velja rekurzivna zveza

n
T(n) = O(n) +2T (E) .
Po krovnem izreku lahko izpeljemo, da je ¢asovna zahtevnost algoritma
O(nlogn).

Naloga 1.5.

Algoritem tece v ¢asu O(y/n). Ker je vhod algoritma §tevilo 7, ki je zapisano kot
zaporedje ¢ = O(logn) bitov, vidimo, da algoritem teCe v ¢asu 02%?%)in torej ni
polinomski v dolZini vhoda.
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[7,11,16,7,5,0,
/
[7,11,16,7,5]
7\
(7,11,16] [7,5]
/ \ / \
(7,11] [16] [7]  [5]
/\
(7] [11]
,,,,, \,/, R I A
[7,11]
\
(7,11,16] (5,7]

/

14,1,19,13]

/ \ / \
[0,14] [1] [19] [13]
/\

[0] [14]
,,,,\,/, ,,,,,,,,,,,,,,,,,
[0,14]

\

[0,1,14] [13,19]
N S
[0,1,13,14,19]

/

[0,1,5,7,7,11,13,14,16,19]

Slika 22: Diagram izvajanja algoritma za nalogo 1.4(b).

Naloga 1.6.

Po krovnem izreku ima ¢asovno zahtevnost O(y/n) algoritem, katerega Cas izvaja-

nja T'(n) je opisan z rekurzivno zvezo

T(n) = 0(1)+2T(§).

Zapis§imo tak algoritem:
function KORENSKI(¢[1...n])
if n = 4 then
m«— 5]
KORENSKI(4[1...m])
KORENSKI(/[n—m+1...n])
end if
end function
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2.2 Celostevilsko linearno programiranje

Naloga 2.1.
Naj bo G = (V, E) dvodelen graf. Lahko torej zapiSemo V = AU B tako, da sta
mnoZici A in B disjunktni ter za vsako povezavo uv € E velja u € A, v € B. Mno-
zica M c E je prirejanje, Ce nobeni dve povezavi iz M nimata skupnega krajisca.
IS¢emo najvecje prirejanje Mpax.

Za vsako povezavo uv € E bomo uvedli spremenljivko x,,,, katere vrednost
interpretiramo kot

{ 1, povezava uv je vmnozici Mpyyy, in
Xuy =

0 sicer.
ZapiSimo celoStevilski linearni program.

max ) Xy P.p.

uvekE
YuveE: 0<xyy <1, xyy€”Z
YueA: Z Xup <1

uvek

YveB: ) xusl

uvekE

Naloga 2.2.

Za i-tega asistenta (1 < i < n) in j-ti predmet (1 < j < m) bomo uvedli spremen-
ljivki x;; in y;}, kjer je x;; Stevilo skupin, ki jih i-temu asistentu dodelimo pri
J-tem predmetu, vrednost y;; pa interpretiramo kot

1, i-tiasistentbo izvajal vaje pri j-tem predmetu, in

Yij = .
0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli §e spremenljivko ¢, s katero omejimo najvecje Stevilo

razli¢nih predmetov pri posameznem asistentu.
Zapisimo celostevilski linearni program.

min ¢ p.p.
Viefl,...,n}Vjell,...,m}: xij=0, xjjeZ
Viefl,...,n}Vjell,...,m}: 0<yij<1, yijeZ
x;j = 0 natanko tedaj, ko y;; = 0:
Viefl,...,ntVjell,...,m}: Yij S Xij =CjYij
Omejimo $tevilo ur za vsakega asistenta:
Vie{l,...,n}:aisiujx,-jsbi

1

J
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NeZelenih predmetov ne dodelimo:

Viell,..., n}: Y yij=0
jENi
Za vsak predmet dodelimo potrebno Stevilo skupin:

n
Vjiell,...,m}: Y xij=cj
i=1
Nobenega predmeta ne dodelimo asistentoma p in g:

Vielom:  ypitygi<1

Stevilo razli¢nih predmetov na asistenta omejimo s f:

n
Viefl,...,n}: Y yijst
j=1

Naloga 2.3.

Za stroj i (1 < i < n) bomo uvedli spremenljivko x;, dodatno za opravilo j in
Casovno enoto h (1 < h, j < m) pa Se spremenljivko y;;,. Njihove vrednosti
interpretiramo kot

{1, Ce stroj i izvede vsaj eno opravilo, in
X; =

0 sicer;

1, cestroj i izvede opravilo j v ¢asovni enoti h, in
ter yijn = .

0 sicer.

Dodatno bomo uvedli Se spremenljivko ¢, katere vrednost bo enaka ¢asovni enoti
dokoncanja zadnjega stroja.
Zapisimo celostevilski linearni program.

min ¢ p-p-
Viedl,...,n}: 0<x; =1, xi€Z
Vie{l,...,n}Vjhefl,...,m}: 0<yijn<l, VYyijn€Z
Vsako opravilo se izvede natanko enkrat:
n m
Vjefl,...,m}: Y Y vign=1
i=1h=1
Vsako stroj lahko hkrati opravlja najve¢ eno opravilo:
m
Vie{l,...,n}Vhe(l,...,m}: Y yijn<1
j=1
Omejitev stroskov obratovanja:
m m
Vie{l,...,n}: Y. Y Vijp<mx;
j=1h=1
n
Z cixi<C
i=1

49



Vistni red opravil:
n m
Y,k eP:Y Y h(yikn—yijn) =1
i=1h=1
Hkratnost opravil:

V(j,k)eSVhe{l,...,m}: (Vijn+ Yikn) <1
1

n
i=

Omejitev hkrati aktivnih strojev:

n m
Yhell,...,m}: Y. Y yijn<A
i=1j=1
Omejitev ¢asa dokoncanja:
Vie{l,...,n}Vjhefl,...,m}: hyijn=t
Naloga 2.4.

Za vsak streznik h (0 < h < k), ponudnika i (1 =i < m) in posnetek j (1 <j<n)
bomo uvedli spremenljivko xj; j, za streznik k (1 < h < k) in posnetek j (1< j<n)
pa dodatno $e spremenljivko yy,;. Njihove vrednosti interpretiramo kot

{ 1, ponudniku i posiljamo posnetek j iz streznika h, in
Xnij =

0 sicer;

1, posnetek j nalozimo na streznik #, in
ter ynj = 0 sicer.

Zapisimo celoStevilski linearni program.

k m n
min Z Z Z rijﬁhixhij p-p-

h=0i=1j=1
VhE{O,...,k} Vie{l,..., m} Vje{l,...,n}: OthijSI, xhij ez
VhE{l,...,k}VjE{l,...,l’l}: OSyhjSI, yh]‘EZ
Omejitev prostora:
n
Vhell,... kb Y Siynj<ch
j=1
Za dostavo mora biti posnetek prisoten na strezZniku:
Vhe{0,...,k}Vie{l,....m}Vje{l,...,n}: Xnij < Ynj
StreZnika za posnetek ne uporabimo, ¢e se nahaja na streZniku z manj$o latenco:
Vh,tel0,...,k}Vie{l,.... m}Vjefl,...,n}: (Zhi—ﬁti)(xhij+ytj)sl

Vsak posnetek posiljamo ponudniku iz natanko enega streZnika:

m
Yhelo,...,k}Vjell,...,n}: Y xpij=1
i=1
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Naloga 2.5.

Za i-tega trgovca (1 < i < n) bomo uvedli spremenljivke x;, y; in z;, pri cemer sta
x; in y; Stevilo zabojev avokadov oziroma banan, ki jih distributer proda i-temu
trgovcey, in z; Stevilo voZenj tovornjakov, ki bodo sadje dostavili do i-tega trgovca.
Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivki u in v, ki ju interpretiramo kot

1, trgovec p kupi avokade, in
0 sicer;

1, trgovec p kupi banane, in
ter v= )
0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

n
max Y _(a;x; +b;y; —d;z;) p.p.
i=1
Vie{l,...,n}: x; =0, x;€”Z
Viefl,...,n}: yi=0, y,e”Z
Vie{l,...,n}: z; =0, z;e”Z

<u<l, ueZ
O<sv=<l veZ

Skupno Stevilo zabojev:

™M=
&
IA
S

~
Il
—

™=
=
IA
o

~
I
—

Omejitev porabe trgovca:
Vief{l,...,n}:a;x;i+bjyi<c;
Stevilo tovornjakov:
Vie{l,...,n}: X;i+yi<Kz;
Trgovec p ne kupi obojega:
Xp < Au
Yp = Bv
u+tv=sl
Trgovec g kupi avokade, €e jih tudi r:

Xr = Axg
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Naloga 2.6.

Ocitno bomo potrebovali najve¢ n delavceyv, zato bomo za h-tega delavca (1 < h <
n), i-tonalogo (1 < i < n) in k-to ¢asovno enoto (1 < k < T) uvedli spremenljivko
Xnik, katere vrednost interpretiramo kot

1; h-ti delavec zacne izvajati i-to nalogo v k-ti casovni enoti, in

Xhik = .
' 0 sicer.

Poleg tega bomo uvedli Se spremenljivko r, ki Steje Stevilo delavcev.

Zapisimo celostevilski linearni program, pri ¢emer uporabimo oznako T; =
T —t; +1 za zadnji moZen Cas zacetka i-te naloge.

min r p-p-
Vhiefl,...,n}Vkell,..., T}: O=sxpix=<1, xpx€Z
r=0, re”z

Vsako nalogo opravi natanko en delavec in jo pravoc¢asno konca:

n T;
Yie{l,...,n}: Yo ) xpik=1
h=1k=1
Vsak delavec lahko hkrati izvaja samo eno nalogo:
n k+t;—-1
Vhiell,..,myVke(l,...,Ti}: (& —DXxpik+ ), Y, Xpje <t
j=1 =k

Vrstni red opravljanja nalog:

n T;
V(i,j)ESVkE{l,...,Ti}: Z(xhik— Z xhjg)SO
h=1 l(=k+t;

Stetje delavcev:
Vh,ie{l,...,.ntVke{l,..., T}: hxpix <7

Naloga 2.7.

Naj bo m §tevilo vozlis¢ grafa G. Oc¢itno bo linija obiskala najve¢ m postaj, zato
bomo za postajalis¢e u € V in i € {1,..., m} uvedli spremenljivko x,;, za vsako
povezavo uv € E pa Se spremenljivko y,,,. Njihove vrednosti interpretiramo kot

1; postajalis€e u obis¢emo i-to po vrsti, in
Xui = .
0 sicer;

1; postajalis¢i © in v obi§¢emo zaporedoma, in

ter yuy= .
0 sicer.
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Zapi8imo celoStevilski linearni program.

n
max ) Y Xui  p.p.

ueVi=1
Yue VVie{l,...,m}: 0<x, <1, Xuyi=2
YuvekE: O=syuw =1, Yuv =2
Vsako postajaliS¢e obiS¢emo najvec enkrat:
m
YueV: Z Xui <1
i=1
Naenkrat obis¢emo najvec¢ eno postajalisce:
Vie{l,...,m}: Y xuis1
ueVv
Indeksov ne izpus¢amo:
Vie{2,...,m}: quiS qu,i—l
uev uevVv

Nesosedna postajali§¢a niso zaporedna:
YuvgEVie€2,...,m}: Xyi1+Xy+Xpi-1+xy <1

Zacnemo v postajaliS¢u p;:

Xp,1 = 1
Postajali$ca iz seznama si sledijo v podanem vrstnem redu:
m
Vie{l,...m}Vje2,..,n}: XpiiS Y. Xpih
h=i+1

Konc¢amo v postajaliscu pj:
m
Vie{l,...m}:(m=i)xp, i+ Y. Y Xypsm—i
ueV h=i+1
Casovna omejitev:
YuveEVie2,...om}: Xyi1+Xyi+Xpi-1+Xpi <yup+1
Z CuvYur =T

uvekE

Naloga 2.8.
Zaigralcai€ Ain j-tiklub (1 < j < n) bomo uvedli spremenljivko x;;, za igralca
i € B pa spremenljivko y;. Njihove vrednosti interpretiramo kot

{1 ; igralca i prodamo j-temu klubu, in
Xi ji=

sicer;

ter y;=

1; odkupimo ogralca i
sicer.
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ZapiSimo celostevilski linearni program.

n
max Z qiyi— Z Z qiXij p-p-
i€B ieAj=1
ViEAVjE{l,...,n}Z OSxijSl, x,-jEZ
VieB: O=sy; =1, VyeZ

Vsakega igralca prodamo najve¢ enemu klubu:
n
VieA: Y xij=1
j=1
Omejitev stroskov:
n
2 TiVi— ), ) PijXij<S
ieB ieAj=1
Skupno Stevilo igralcev:
n
2 yi—2 2 Xij=0
i€B i€eAj=1

Stevilo igralcev za vsako pozicijo:

n
-1< Z Yi— Z injSI

ieBNG i€eANG j=1
n

-1=< Z Vi— Z injSI
ieBND ieAnD j=1

n
-1=< Z Vi— Z injSl

ieBNM i€eAnM j=1
n
-1=< Z Yi— Z injﬁl
ieBNF i€ANF j=1
Igralca a in b gresta v isti klub:

Vjefl,...,n}: Xaj = Xpj

Naloga 2.9.

(a) Najbo x; stevilo Zetonov, ki jih vlozZimo v dvoboj z i-tim nasprotnikom (1 <
i < n). Poleg tega bomo uvedli §e spremenljivke y; in z; (1 < i < n), katerih
vrednosti interpretiramo kot

_]1, Ceneizgubimo proti i-temu nasprotniku, in
Vi 0 sicer;
ter

1, Cepremagamo i-tega nasprotnika, in
Zi=
0 sicer.
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Zapisimo celostevilski linearni program.

n
max ) (yi+2z;) p.p.
i=1

Viell,...,n}: x;=0, x;€Z
Viell,..., n}: O<syi=1l, yieZ
Viell,...,n}: 0<z;<1, z€eZ

Porabimo M Zetonov:

n
in =M
i=1
yi = 1 natanko tedaj, ko x; = ¢;:
Vie{l,...,n}: Ciyisxisci—1+(M+1)y;

z; = 1 natanko tedaj, ko x; > ¢;:

Vie{l,...,n}:(c;+1)z;<x;<c;i+Mz;

(b) Zapisimo e dodatne omejitve.
Proti nasprotnikom iz A ne igramo izenaceno:
Vie A: Vi <z

Najvec dva poraza proti nasprotnikom iz B:

Y yi=|B|-2
ieB

Ce izgubimo proti u, doseZemo vsaj 4 tocke proti v in w:
4yy+yv+ywt2zy+2z, =4

Najvec k dvobojev z vec kot ¢ Zetoni:
Viell,...,n}: O=sri=1, rieZ

Vie{l,...,n}: Xi <t+ Mr;
n
Zriik
i=1

Vsaj ¢ porazov:

M=
=
IA
3
|
N

~
1l
—
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Naloga 2.10.
Za i-to kolekcijo (1 < i < n) bomo uvedli spremenljivki x; in y;, kjer je x; Stevilo
kupljenih izvodov i-te kolekcije, vrednost y; pa interpretiramo kot

{ 1, kupimo vsaj en izvod i-te kolekcije, in
Yi=

0 sicer.

Zapisimo celostevilski linearni program.

n
max ) ((di—ci)xi+e;jyi) Pp.p.
i=1
Omejitev Stevila izvodov:
Vie{l,...,n}: 0<x;<ki xXi€”Z
Vie{l,...,n}: 0=y =1, Vi€Z

Povezava med x; in y;:
Viel{l,...,n}: Visxi<kjy;

Omejitev kapitala za nakup:

Omejitev Stevila proizvajalcev:

n

Y yi<K

i=1
Omejitev proizvajalca p:

Xg+Xr—Xp < (kg+ k)1 - yp)

Naloga 2.11.
Za h-tidan (1 < h < m), i-to skupino (1 < i < n) in j-ti termin (1 < j < k) bomo
uvedli spremenljivko xp; j, katere vrednost interpretiramo kot

1, i-taskupinanastopi j-ta v h-tem dnevu festivala, in
Xnij = .
Y 0 sicer.

ZapiSimo celoStevilski linearni program.

m n
max Z Z AjjXnhij P-p-
h=1i=1j=1

Vhe(l,...omVie{l,..,mVje(l,..., j}:
OthijSI, Xhl'jEZ
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Vsaka skupina nastopi najvec enkrat:

Viell,...,n}:

m k
IPIENTES!
h=1j=1
Naenkrat nastopa ena skupina:

Vhefl,...mVjell,..., k}:
n

Z Xhij = 1
i=1

Omejitev placila:

>

n
h=1i=

k
m;Xpij <M
=1

1j
Vrstni red v dnevu:

Vhe{l,...mVjei2,...,k}:
n
> mi(Xpij = Xn,i,j-1) =0
i=1
Razporeditev po dnevih:

Yhe{2,...,n}:

n k
>y aij(Xpij—Xp-1,i,j) =0
i=1j=1

r ne nastopa, e nastopa s:

m k
Y Y prj+xpg) <1
h=1j=1

t ne nastopa, Ce ni zadnja ali pred u:

Yhel{l,...,m}:
k-1 k k-1 k-1
Y Xnei <D jXnuj— ) JXnej < k—(k=1) ) Xpyj
j=1 j=2 j=1 j=1

v in w ne nastopata na isti dan:
Yhe{l,...,m}:

k
2:(xhvj4-xhwj)511
j=1

Naloga 2.12.
Za h-ti center (1 < h < m) ter i-tega in j-tega strokovnjaka (1 < i, j < n) bomo
uvedli spremenljivko xp; j, katere vrednost interpretiramo kot

1, i-tiin j-ti strokovnjak sta oba nastanjena
Xpij = v h-tem karantenskem centru, in

0 sicer.
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Informacija o tem, ali je i-ti strokovnjak nastanjen v h-tem centru, hrani spre-
menljivka xp,;; 1<h<m,1<i<n).
Zapisimo celostevilski linearni program.

m
min Z Z PijXnij p-p-
h=1i=1j=1
‘v’he{l,...,m}Vi,je{l,...,n}: OthijSI, xhijEZ
Vsak strokovnjak je nastanjen v natanko enem centru:
m
Vie{l,...,n}: Y xpii=1
h=1
Kapacitete centrov:
n
Vhell,...,m}: Y Xpii < ki,

i=1
Povezava med xp;; in xp; j:

Vhell,...,m} Vi,je{l,...,n}:thij S Xpii +Xpjj < Xpij+1

Obmocja z mutacijo:

m
VieAVjgA: Y xpij=0
h=1
Sorodniki:
m
Y(i,j)€B: Y xpij=1
h=1
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Slika 23: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.1.

2.3 Teorija odloc¢anja

Naloga 3.1.

Izracunamo lahko, da pot z avtobusom 1 traja 18 minut oziroma minuto dlje
ob rde¢em semaforju pri FE pot z avtobusom 6 in naknadno pesacenje traja
16 minut ter minuto dlje ob rdecem semaforju pri FF in Se dve minuti dlje ob
rdec¢em semaforju pri FE, pot z avtobusom 14 in naknadno pesacenje pa traja
15 minut ter tri minute dlje ob ¢akanju na vlak in §e dve minuti dlje ob rdecem
semaforju pri FE. Ce gremo na avtobus 6 in pri FF naletimo na zeleno lu¢, potem
je verjetnost, da tudi avtobus 1 tam naleti na zeleno lu¢, enaka

P(avtobus 1 ima zeleno pri FF | avtobus 6 ima zeleno pri FF) = % = %

S temi podatki lahko nariSemo odlocitveno drevo s slike 23, s katerega je
razvidno, da pri¢akovani €as trajanja minimiziramo, ¢e gremo na avtobus 14,
potem pa v primeru ¢akanja na vlak in rdece luci pri FE po¢akamo na avtobus 1,
sicer pa pot nadaljujemo peS. Pricakovani Cas trajanja poti je tako 16 minut in
52.5 sekund.
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Naloga 3.2.

Naj bo A dogodek, da izvedenec pripise vecje moznosti prvemu podjetju, ter By,
B, in By dogodki, da uspe prvo, drugo oziroma nobeno podjetje. Izracunajmo
verjetnosti za mnenje izvedenca ter uspesnosti podjetij v odvisnosti od njega.

P(A)=0.4-0.8+0.1-0.3+0.5-0.4=0.55
P(A)=0.4-0.2+0.1-0.7+0.5-0.6 = 0.45

0.5-0.4
PBo | A) = 055 1
0.4-0.8 32
PB11A)= 055 = o5
0.1-0.3 3
P [ A= 0.55 " 55
_ 0.5-0.6 2
PBo | A) = 0.45 -3
_ 0.4-0.2 8
PBi1A4)= 0.45 T 15
_ 0.1-0.7 7
P(By| A= 045 = 25

S pomocjo zgoraj izraCunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 24. Odloc¢imo se torej za mnenje izvedenca - Ce je to naklonjeno prvemu pod-
jetju, kupimo njegove delnice, sicer pa ne kupimo nicesar. Pricakovan dobicek je
3100€.

Naloga 3.3.

Naj bo A dogodek, da nasprotnik na zacetku vloZi 10 Zetonov, B, dogodek, da
odgovorimo z n Zetoni (n € {0,10,20}), C dogodek, da nasprotnik za tem izenaci,
in D dogodek, da dobimo igro. Izracunajmo ustrezne pogojne verjetnosti.

P(A)=0.6-03+0.4-0.8 -05
P(A)=0.6-0.7+0.4-0.2 =0.5
0.6-0.3-0.1+0.4-0.8-0.8
P(C| AN Byy) = o =0.548
_ 0.6-0.3-0.9+0.4-0.8-0.2
P(C| AN Byp) = o =0.452
_ 0.6-0.7-0.2+0.4-0.2-0.7
P(C|ANByg) = 05 -0.28
_ 0.6-0.7-0.840.4-0.2-0.3
P(C|AnNBy) = s =0.72
_ 0.6-0.7-0.1+0.4-0.2-0.8
P(C|AnByy) = 05 =0.212
_ 0.6-0.7-0.9+0.4-0.2-0.2
P(C| AN By) = o =0.788
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3 —-1000€ 582  19000€
up o - 0.
6454.55€ ne WP L5pesn®
—-11000€
. kupi prvo \—/neuspesno: 0.418
® 6454.55€
s 4 0, 0095 _ 19000€
>

v ~4636.36€ . —6000€

3100€ neuspesno: 0.945

3 <a ) B 3 <
S dry, \uph 1000€ 178 19000
5 003 y /\ﬁ“//
—11000€
3100€ kupi prvo \/neuspegno: 0.822
—-1000€ -5666.67€
. '{'ij . 0156 19000€
“ugs uspeSt>
-2111.11€ —6000€
é,@é neuspesno: 0.844
2
’70,)/ 0€ 20000€

. ; .04
(4 ne \(Up‘ /\}peé(‘/OO/
B ~10000€

kupi prvo —/ neuspes$no: 0.6

2000€ 2000€
h,p]. 00 20000€
Uy usped
neuspes$no: 0.9 ~5000€
—2500€
Slika 24: Odlocitveno drevo za nalogo 3.2.
0.6-0.3-0.84+0.4-0.8-0.1
P(D| AN Byg) = e =0.352
— 0.6-0.3-0.2+0.4-0.8-0.9
P(D| AN Byg) = e =0.648
0.6-0.3-0.1 '.0.8 +0.4-0.8-0.8:0.1
P(D|AnByynC) = =~ 0.146
0.5-0.548
— 0.6-0.3-0.1-0.2+0.4-0.8-0.8-0.9
P(D|AnByynC) = =~ 0.854
0.5-0.548
— 0.6-0.7-0.84+0.4-0.2-0.1
P(D| AN By) = G =0.688
- 0.6-0.7-0.2+0.4-0.2-0.9
P(D|AnBy) = 05 =0.312
— 0.6-0.7-0.2 -.0.8 +0.4-0.2-0.7-0.1
P(D|AnB;gnC) = =0.52
0.5-0.28
— — 0.6-0.7-0.2-0.2+0.4-0.2-0.7-0.9
P(D|AnBjynC) = =0.48
0.5-0.28
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11.28

zmagamo: 0.688

30

8 .
visamo 10 e\ odstopi: 0.72 52

30 _— 0. 40
jZenaé N A3
1 0.2g m— —40
izbugimo: 0.48

odstopi: 0.788 1.6
30

L0311 _50
amo-
10.364 Tou /2%

Zenae;: 0.215

- - =50
izgubimo: 0.623
-12.264
=30
.0352__ 40
-40
N izgubimo: 0.648
-1.32 -11.84 26
. 0A52 40 .0 50
i .
odsto?

/\W
=50

izenaCi: 0.548 \—/ izgubimo: 0.854
-1.32 -35.401

Slika 25: Odlocitveno drevo za nalogo 3.3.

0.6-0.7-0.1-0.8+0.4-0.2-0.8-0.1

P(D|ANBynC) = ~0.377
0.5-0.212
S 0.6-0.7-0.1-0.2+0.4-0.2-0.8-0.9
P(D|ANBynC) = ~0.623
0.5-0.212

S pomocjo zgoraj izraCunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 25. Opazimo, da se nam v vsakem primeru izplaca visati za 10 Zetonov (tj.,
Ce nasprotnik na zacetku vlozi 10 Zetonov, odgovorimo z 20 Zetoni). Pricakovani
dobicek je 10.364 Zetonov.

Naloga 3.4.
Izracunajmo najprej pricakovane vrednosti v vozli§¢ih F, G in H odlocCitvenega
drevesa s slike 2.

F=25-2p—10-(1-2p)=70p—10
G=50-p-10-(1-p) =60p—10
H=30-4p—30-(1—-4p) =240p—30
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Obravnavajmo najprej odlocitve v vozlis¢ih C, D in E. Za pot od vozlis¢a C
k vozlis¢u F se odlo¢imo, ¢e velja 70p — 10 = 0 oziroma p = 1/7. Za pot od
vozlis¢a D k vozlis¢u G se odlo¢imo, ¢e velja 60p — 10 = -5 oziroma p = 1/12.
Za pot od vozlis¢a E k vozlis¢u H se odlocimo, Ce velja 240p —30 = —5 oziroma
p = 5/48. Sedaj lahko izracunamo pric¢akovano vrednost v vozli§¢u B v odvisnosti
od parametra p.

1
0<p<— = B=06-(-5+0.4-(-5) =-5
12
1 5
—<p<— = B=06-(60p—10)+0.4-(-5 =36p -8
12-P 18 (60p—10) (=5 P
5 1
—<p<- = B=06-(60p—10)+0.4-(240p—30) = 132p—18

Obravnavajmo sedaj Se odlocitev v vozlis€u A - za pot k vozliscu B se odlo¢imo,
Ce velja:

1
Osp<—: -5=0 => L
12

1< <5‘ 36 8=0 = 1
12-P g p-e=

> _ <1- 132p-18=0 => 3 <1
w8 -P~7° p-io= 2 =P<7
1< <1- 132 18=70 10 => 1< <1
75P=g" P =P 75P=%

Odlo¢amo se torej po slede¢em pravilu.
e Ceje 0 < p<3/22, se odlocimo za pot preko vozli§¢a C v list z vrednostjo 0.
» Ceje3/22 < p <1/4, se odlo¢imo za pot preko vozlista B.

- Ce pridemo v vozlis¢e D, se odlo¢imo za pot preko vozlis¢a G.

- Ce pridemo v vozlis¢e E, se odlo¢imo za pot preko vozlis¢a H.
Pricakovana vrednost je 132p — 18 € [0, 15].

Proces odlocanja je prikazan na sliki 26.

Naloga 3.5.
(a) Izracunajmo pricakovane dobicke pri razlicnih pogojih:

Izdela 500, prodaja po 50€, trzno zanimiv:
—10000€ +500-50€ = 15000€

Izdela 500, prodaja po 50€, trzno nezanimiv:
—10000€ + 250 -50€ = 2500€
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50

Slika 26: Odlocitveno drevo za nalogo 3.4 v odvisnosti od vrednosti parametra p.

Izdela 500, prodaja po 60<, trzno zanimiv:

—10000€ + 500 - 60€ = 20000€
Izdela 500, prodaja po 60<, trZzno nezanimiv:

—10000€ + 100 -60€ = —4000€
Izdela 1000, prodaja po 50€, trzno zanimiv:

—18000€ + 650 -50€ = 14500€
Izdela 1000, prodaja po 50€, trzno nezanimiv:

—18000€ + 250-50€ = -5500€
Izdela 1000, prodaja po 60€, trzno zanimiv:

—18000€ + 550 60€ = 15000€

Izdela 1000, prodaja po 60€, trzno nezanimiv:
—18000€ +100-60€ = —12000€

Odlocitveno drevo je prikazano na sliki 27. Podjetnik naj se odlo¢i, da naroci
izdelavo 500 izdelkov, te pa prodaja po ceni 60€. Pricakovani dobicek je tedaj
15200€.

(b) Najprej dolo¢imo verjetnosti, ki jih bomo potrebovali za odlocitev.

P(zmaga) =0.6-0.8+0.1-0.2=0.5
P(ne zmaga) =0.4-0.8+0.9-0.2=0.5

0.6-0.8

P(zanimiv | zmaga) = =0.96
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P(ni zanimiv | zmaga) = 05 =0.04
. 0.4-0.8

P(zanimiv | ne zmaga) = =0.64
o 0.9-0.2

P(ni zanimiv | ne zmaga) = =0.36

Sedaj izracunajmo pricakovane dobicke pri razlicnih pogojih po zmagi na raz-
pisu. Opazimo, da v nobenem pogoju pricakovano Stevilo prodanih izdelkov
ne bo preseglo kolic¢ine 980 izdelkov, kolikor jih ostane po kontroli kvalitete.
Ce ne zmaga na razpisu, so pri¢akovani dobicki enaki tistim iz tocke (a) pri
izdelavi 1000 kosov.

Zmaga, prodaja po 50€, trzno zanimiv:

—18000€ + 650-50€-1.2+ k =21000€ + k
Zmaga, prodaja po 50€, trZzno nezanimiv:

—18000€ +250-50€-1.2+ k= -3000€ + k
Zmaga, prodaja po 60€, trzno zanimiv:

—18000€ +550-60€-1.2+ k =21600€ + k

Zmaga, prodaja po 60€, trzno nezanimiv:
—18000€ +100-60€-1.2+ k= —-10800€ + k

Z zgornjimi podatki lahko nariS§emo odlocitveno drevo s slike 28. Izracunajmo
pricakovane dobicke v vozliscih E, F, G, H.

E=0.96-(21000€ + k) +0.04- (—3000€ + k) =20040€ + k
F=0.96-(21600€ + k) + 0.04 - (—10800€ + k) = 20304€ + k
G= 0.64-14500€ - 0.36-5500€ =7300€
H= 0.64-15000€ —0.36-12000€ =5280€
Ocitno je v vozlis¢u C ugodnejsa pot k vozli§cu F, v vozlis¢u D pa je ugodnejsa

pot k vozlis¢u G - velja torej C = 20304€ + k in D = 7300€. Sedaj lahko
izracunamo $e pricakovano vrednost v vozliscu B.

k
B= 0.5-(20304€ + k) +0.5-7300€ =13802€ + )

Podjetnik naj se torej prijav na razpis, ¢e velja 13802€ + k/2 = 15200€ ozi-
roma k > 2796€. Ce nato zmaga na razpisu, naj izdelke prodaja po ceni 60€,
v nasprotnem primeru pa naj jih prodaja po ceni 50€. Pricakovani dobicek je
tedaj 13802€ + k/2 € [15200€,16302€].

Ce velja k < 2796€, naj se podjetnik ne prijavi na razpis. Tako kot v tocki
(a) naj naroci izdelavo 500 izdelkov, te pa prodaja po ceni 60<. Pricakovani
dobicek je tedaj 15200<.
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12500€

zanimiv: 0.8

15000€

15200€
/7 zanimiv: 0.8

, 20000€
prodaja po 60€ \N
iy 0.2

—4000€

15200€

0€

08 _ 14500€
. Vo
prodaja po 50€ 7ani®>

—-5500€
\—/ nezanimiv: 0.2
10500€ o 10500€
OQ'QJ_ .. 08 15000€
Qp \B
(0] 60
e
—-12000€

nezanimiv: 0.2
9600€

Slika 27: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.5(a).

20040€ + k
zanimiv: 0.96

21000€ + k

—-3000€ + k
20304€+ k

/F\ zanimiv: 0.96

= 21600€ + k
prodaja po 60€ neZanim-
1v: 0. 0
-U4

-10800€ + k

.. 064 14500€
prodaja po 50€ /\W
G —5500€
\—_/ nezanimiv: 0.36
7300€ o 7300€
o 064 _ 15000€
—12000€

nezanimiv: 0.36
5280€

Slika 28: Odlocitveno drevo za nalogo 3.5(b) v odvisnosti od vrednosti parametra k.
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Naloga 3.6.
Ce se odlo¢imo za pot okoli gorovja, bomo porabili 12 ur, e se pa odlo¢imo za
pot ez prelaz, bomo porabili 6, 10 oziroma 14 ur, Ce je ta Cist, delno zasneZen
oziroma neprevozen. Ce se pred tem odlo¢imo za obisk vraca, se ¢as potovanja
podalj3a za eno uro.

Pricakovano §tevilo ur potovanja, ¢e ne obiS€emo vraca in se odlo¢imo za pot
Cez prelaz, je enako

0.2:6+0.1-10+0.7-14 =12,

kar je ravno enako kot pot okoli gorovja.
Izracunajmo $e verjetnosti za primer, da se odlo¢imo za obisk vraca.

3
P(mir)=0.9-0.2+0.5-0.1+0.1-0.7 = 0

7
P(vojna) =0.1-0.2+0.5-0.1+0.9-0.7 = 0

o . 0.9-02 3
P(Cist | mir) = =—
3/10 5
. .. 05-01 1
P(delno zasneZen | mir) = =—
3/10 6
. 0.1-0.7 7
P(neprevozen | mir) = = —
3/10 30
" . 1-02 1
P(Cist|vojna) = =
7/10 35
. . 5-0.1 1
P(delno zasneZen | vojna) = = —
7/10 14
. 9-07 9
P(neprevozen | vojna) = = —
7/10 10

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 29. Opazimo, da se nam izplaca iti k vracu ter se odlociti za pot Cez prelaz, ce
nam pove, da na gori vlada mir, in za pot okoli gorovja v nasprotnem primeru.

Naloga 3.7.
Izracunajmo najprej pricakovane vrednosti v vozli§¢ih C, F in G odlocitvenega
drevesa s slike 4.

C=0.5-(40p +20) =20p+10
F=50-p—10-(1-p) =60p—10
G=-30-p+30-(1-p)=-60p+30
Obravnavajmo najprej odlocitev v vozli§¢u D. Za pot k vozli§€u F se odlo¢imo,
cevelja60p —10 = -5 oziroma p = 1/12.

Obravnavajmo sedaj $e odlocitev vvozlis¢u E. Za pot k vozlis¢u G se odlo¢imo,
Ce velja —60p +30 = -5 oziroma p < 7/12.
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Slika 29: Odlocitveno drevo za nalogo 3.6.
Pricakovana vrednost v vozlis¢u B bo sledeca.
1
p<E: 0.9-(-5)+(-60p+30)-0.1=-1.5-6p
1 7
ESpSE: 0.9-(60p—10)+0.1-(—60p +30) = —-6+48p
7
p>E: 0.9-(60p—10)+0.1-(-5)=-9.5+54p
Obravnavajmo sedaj Se odlocitev v vozli§cu A.
1
05p<ﬁz max{—1.5-6p,20p +10} =20p + 10
1 7 20p+10 p<?2
—=<p=<s—: max{—6+48p,20p + 10} = 1
12 12 ~6+48p p=12
7
p> E: max{—9.5+54p,20p +10} = -9.5+54p

Proces odlocanja je prikazan na sliki 30.

Naloga 3.8.

Ce se podjetje odlo¢i za samostojno prodajo (brez predhodne akcijske ponudbe),
bo ob uspehu imelo 100000 (3€ —0.5€) — 1 000€ = 249000<€ dobicka, ob neuspe-
hu pa 10000 -3€ —100000-0.5€ — 1000€ = —21000€, torej 21 000€ izgube. Ker je
pric¢akovani dobicek enak

0.7-249000€ - 0.3-21000€ = 168000<,
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Slika 30: Odloc¢itveno drevo za nalogo 3.7 v odvisnosti od vrednosti parametra p.

kar je ve¢ kot 100000 - 1€ = 100000<€, kolikor bi zasluzili ob prodaji multinacio-
nalki, se podjetju v primeru, da se ne odlocijo za akcijsko ponudbo, bolj izplaca
samostojna prodaja.
Izracunajmo $e dobicke, ¢e se odlocijo za akcijsko ponudbo:
Akcija uspe, produkt uspe:
1000-2.5€ +99000-3€ -100000-0.5€ —2-1000€ = 247500€
Akcija uspe, produkt ne uspe:
1000-2.5€ +9000-3€ —100000-0.5€ — 2-1000€ = —22500€
Akcija uspe, prodajo multinacionalki:
1000- (2.5€ - 0.5€) + 99000 - 1€ — 1000€ = 100000€
Akcija ne uspe, produkt uspe:
100-2.5€+99900-3€ - 100000 0.5€ —2-1000€ = 247950€
Akcija ne uspe, produkt ne uspe:
100-2.5€+9900-3€ —-100000-0.5€ —2-1000€ = —22050€
Akcija ne uspe, prodajo multinacionalki:
100-2.5€-1000-0.5€ —1000€ + 99000 1€ =97750€

Izracunajmo $Se verjetnosti uspeha akcije ter uspesnosti produkta ob vsaki
napovedi.

P(akcija uspe$na) =0.7-0.84+0.3-0.1 =0.59
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Slika 31: Odlocitveno drevo za nalogo 3.8.

P(akcija neuspesna) =0.7-0.2+0.3-0.9=0.41

P(produkt uspe | akcija uspe$na) = 0.7-08 56 0.949
p p jausp T 059 59
P(produkt ne uspe | akcija uspesna) = 03-01_ 3 =~ 0.051
p p jausp T 059 59
P(produkt | akcij sna)= o %2 14 0341
rodukt uspe | akcija neuspe$na) = =_=0.
P P ) P 0.41 41
.. . 0.3-0.9 27
P(produkt ne uspe | akcija neuspes$na) = 0l al =~ 0.659

S pomocjo zgoraj izraCunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 31. Opazimo, da se podjetju izplaca izvesti akcijo, saj je pricakovani dobicek
v tem primeru 178002.5€. Ce akcija uspe, naj se odlo¢ijo za samostojno prodajo,
Ce pa ne uspe, pa naj zaloge prodajo multinacionalki.

Naloga 3.9.
IzraCunajmo verjetnosti za potek servisa in stanje strojev po izvedenem servisu.

P(servis poteka gladko) =0.9-0.4+0.2-0.6 =0.48
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Slika 32: Odlocitveno drevo za nalogo 3.9.
P(servis se zavlete) =0.1-0.4+0.8-0.6 =0.52
0.9:-0.4+0.2-0.6-0.7
P(stroji vdobrem stanju | servis poteka gladko) = 048 =0.925
0.2-0.6-0.3
P(stroji v slabem stanju | servis poteka gladko) = 028 =0.075
) . . . 0.1-04+0.8-0.6-0.5
P(stroji vdobrem stanju | servis se zavlece) = 052 ~0.538
y . . 080605
P(stroji v slabem stanju | servis se zavlece) = o5z ~0.462

S pomocjo zgoraj izracunanih verjetnosti lahko nariSemo odlocitveno drevo s
slike 32. Opazimo, da se podjetju izplaca opraviti servis, pricakovana koli¢ina
proizvedene ¢okolade pa je tedaj 46532 kg.

Naloga 3.10.

Izracunajmo najprej pricakovane vrednosti v vozli§¢ih F in G odlocitvenega
drevesa s slike 5.

F=160-p+40-(1—p) =120p+40
G=120-2p+20-(1—-2p) =200p + 20
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Obravnavajmo najprej odlocitev v vozlis¢u D. Za pot k vozlis¢u F se odlo¢imo,
Ce velja 120p +40 < 60 oziroma p < 1/6.

Obravnavajmo sedaj $e odlocitev vvozlis¢u E. Za pot k vozlis¢u G se odlo¢imo,
¢e velja 200p + 20 < 50 oziroma p < 3/20.

Pricakovana vrednost v vozlis¢u B bo sledeca.

p< 0.7-(120p +40) +0.3- (100p +30) = 114p + 37

p==: 0.7-60+0.3-(100p +30) =30p + 51

[ RN

Izracunajmo $e pricakovano vrednost v vozlis¢u C.

3

p<5 0.6-(200p +20) +0.4-70 = 120p + 40
3

p=—: 0.6-50+0.4-70 = 58
20

Nazadnje obravnavajmo $e odlocitev v vozlis¢u A.

3
05p<%: min{l114p +37,120p + 40} = 114p + 37
3 1
—=s=p<-=: min{l14p +37,58} =114p + 37
20 6
1 1 30p+51 p<i5
—<p<-: min{30p + 51,58} = P P 30
6 2 58 pZ%

Proces odloc¢anja je prikazan na sliki 33. Ker velja % > %, opazimo, da v

rimeru p = - iz vozli$€a E nikoli ne izberemo poti proti vozlis¢u G.
30

Naloga 3.11.

(a) Najbo X} (200 < k < 203) dobicek, ¢e druzba proda k vozovnic.

E(X200) = 200-35€ =7000€
E(X201) = 201-35€ —0.3-60€ =7017€
E(X202) = 202-35€ — (0.3-2 +0.4) - 60€ =7010€

E(X503) =203-35€-(0.3:3+0.4:-2+0.2)-60€ =6991€

Vidimo, da se druzbi najbolj izplaca prodati 201 vozovnico.

(b) Naj bo Y (200 < k < 203) dobicek, ¢e druzba proda k vozovnic, pri Cemer
lahko uporabi tudi dodatno mesto.

E(Yago) = 200-35€ =7000€
E(Ya01) = 201-35€ —0.3-0.001 - 40000€ =7023€
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Slika 33: Odlo¢itveno drevo za nalogo 3.10 v odvisnosti od vrednosti parametra p.

E(Y202) =202-35€-0.3-60€—0.7-0.001-40000€ =7024€
E(Y203) =203-35€ - (0.3:2+0.4)-60€—-0.9-0.001 - 40000€ = 7009€

Najvedji pricakovan dobicek je doseZen pri prodaji 202 vozovnic. Ker je ta
vecji kot v primeru, ko se dodatno mesto ne uporabi, se druzbi torej to mesto
izplaca uporabiti.
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2.4 Dinamicno programiranje

Naloga 4.1.
Naj bo p;; najvecji dobicek, ki ga lahko iztrZimo z rezanjem kosa blaga dimenzij
ixj(1=i<m,1<j=<n). Dolo¢imo rekurzivne enacbe.

pij=max ({cp |1 <h=kA(ay by €, ), (D1}
Uipej+picej|1=l<il2}
U{pic+pije | 1= €< jI2}ui0})

Prva mnozica tukaj obravnava primere, ko imamo kos blaga Zelene velikosti,
naslednji dve pa obravnavata vodoravne oziroma navpicne reze. Zadnja mnozica
poskrbi, da je vrednost p;; definirana tudi v primeru, ko nam kos blaga velikosti
1 x 1 ne prinese dobicka.

Vrednosti p; j racunamo v leksikografskem vrstnem redu indeksov (npr. naj-
prej narascajoce po i, nato pa narascajoce po j). Maksimalni dobi¢ek dobimo
kot p* = pmn-

Naloga 4.2.
Algoritem, ki izhaja iz rekurzivnih enacb, ima ¢asovno zahtevnost O(mn(m +
n+ k)). Z ustrezno podatkovno strukturo (zgo$cena tabela) je mogoce ¢asovno
zahtevnost izbolj$ati na O(mn(m+ n) + k).

IzraCunajmo vrednosti p;j (1 <i < m,1 < j < n) po rekurzivnih enacbah
iz resitve naloge 4.1. Pri tem upoStevamo, da velja p;; = p;;, tako da bomo
izracunali samo primere z i = j.

p11 = max{0} =0

p21 = max{0 +0, 0} =0

p22 = max{6,0+ 0,0} =6 izdelek 1
p31 = max{3,0+0,0} =3 izdelek 2
p32 = max{7,0+6,3 + 3,0} =7 izdelek 4
p33 =max{3 +7,0} =10 razreznalx3in2x3
p41 =max{5,0+3,0+0,0} =5 izdelek 3
paz =max{0+7,6+6,5+5,0} =12 razrezna2x3in2x2

pa3 =max{3+10,7+7,5+12,0} =17 razrezna4x1lin4x2
ps1 =max{0+5,0+ 3,0} =5 razreznalxlin4xl1
ps2 =max{0+12,64+7,5+5,00 =13 razrezna2x2in3x2
ps3 =max{3+17,7+10,5+13,0} =20 razreznalx3in4x3

Maksimalni dobicek je torej p* = ps3 = 20, doseZzemo pa ga tako, da iz prvotnega

kosa blaga dimenzij 5 x 3 odrezemo kos dimenzij 1 x 3 za izdelek s ceno 3, nato
od preostanka dimenzij 4 x 3 odrezemo kos dimenzij 4 x 1 za izdelek s ceno 5,
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nazadnje pa preostanek dimenzij 4 x 2 razrezemo na dva kosa dimenzij 2 x 2 za
izdelka s ceno 6.
Naloga 4.3.

(a) Najbo x; najvecji produkt strnjenega podzaporedja, ki se konca pri Stevilu a;,
in y; najmanjsi tak produkt. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

X1=)N=a1
x; =max{a;j, a; X;-1,a4;yi-1} 2=<i=sn)
yi =min{a;, a;x;-1,a;yi-1} 2=i=n)

Vrednosti x; in y; raCunamo narascajoce po indeksu i. Najvecji produkt
strnjenega podzaporedja dobimo kot x* = max{x; |1 <i < n}.

(b) Zaizracun vrednosti x; in y; pri vsakem i potrebujemo konstantno ¢asa. Ker
naredimo 7 takih korakov, je ¢asovna zahtevnost algoritma O(n).

(c) Izracunajmo vrednosti x; in y; (2 <i<10).

X = max{-2,-2-0.9,-2-0.9} =-18
¥ =min{=2,-2-0.9,-2-0.9} =-2
x3 =max{—0.6,-0.6-—-1.8,-0.6- 2} = 1.2
y3 =min{=0.6,-0.6-—1.8,-0.6- -2} = —0.6
X4 = max{—0.5,-0.5-1.2,-0.5- —0.6} = 0.3
y4 =min{-0.5,-0.5-1.2,—0.5- —0.6} = —0.6

X5 =max{-2,-2-0.3,-2--0.6} =1.2
y5 =min{-2,-2-0.3,-2-—0.6} =-2
X =max{5,5-1.2,5- -2} =6

Y6 =min{5,5-1.2,5- -2} =-10
x7 =max{0.1,0.1-6,0.1--10} =0.6
y7 =min{0.1,0.1-6,0.1--10} =-1
xg =max{3,3-0.6,3- -1} =3

¥g =min{3,3-0.6,3-—1} =-3
X9 = max{0.5,0.5-3,0.5- -3} =15
Y9 =min{0.5,0.5-3,0.5- -3} =-1.5
X10 = max{-3,-3-1.5,-3--1.5} =45
¥y10 = min{-3,-3-1.5,-3--1.5} =-4.5

Najvecji produkt strnjenega zaporedja je torej x* =6 = H?:z a;.
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Naloga 4.4.

(@

(b)

Za izracun pricakovanega dobicka bomo definirali funkcije v;(z) (i =1,2,3).
ZapiSimo njihove definicije.

v1(2)=mn + klz

(2 =max{v(z—-y)+m+ky|asysz-a}

v3(2) =max{va(z—y)-(n3+ksy) |as <y < z— a1 — a}
Pricakovani dobic¢ek dobimo tako, da izracunamo vs(m).

Vstavimo podatke v zgornje formule.

v1(2)=3+1.5z2

v2(2) =max{3+1.5(z—y)+4+2y|3<sy=<z-4}
=max{7+1.5z+0.5y|3<y<z-4}
=5+2z (z=7)

v3(15) = max{(5+2(15—))-(0.4+0.3y) | 2< y <8}
=max{-0.6y* +9.7y+14|2< y <8}

Naj bo f(y) = —0.6y% + 9.7y + 14 — gre za kvadraten polinom z negativnim
vodilnim ¢lenom, tako da ima maksimum tam, kjer je odvod niceln.

0=f'(y)=-12y+9.7
y=9.7/1.2>8

Opazimo torej, da maksimum lezi desno od intervala [2, 8], kar pomeni, da ve-
lja v3(15) = f(8) = 53.6. Podjetje bo torej maksimiziralo pricakovani dobicek
na 53.8 milijonov evrov, ¢e dodeli 8 milijonov evrov marketingu, 3 milijone
evrov oblikovalcem in 4 milijone evrov razvijalcem.

Naloga 4.5.

(@)

Naj bo g;; najvecja verjetnost, ki jo lahko doseZejo, da pridobijo podporo
prvih j strank, ¢e k njim posljejo i lobistov. Dolo¢imo zacetne pogoje in
rekurzivne enacbe.

qi1 = pi1 1l<i<=m)

gij =max{qp,j-1pi-n;|0<h<i} 2<jsn0<i<m)

Vrednosti g;j raCunamo v leksikografskem vrstnem redu glede na (j, i). Naj-
vecjo verjetnost, da pridobijo podporo vseh 7 strank, dobimo kot g* = qp.
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(b) Ker velja po; =0 zavsak j, bo veljalo g;; =0 za vse i < j. Tako lahko v zgornji

rekurzivni enacbi upostevamo le primere z j —1 < h < i — 1. IzraCunajmo
torej vrednosti gj2 (2<i<5)in g* = ge3.

G2r =0.2-0.4 =0.08
g32 = max{0.2-0.5,0.5- 0.4} =0.2

q42 = max{0.2-0.5,0.5-0.5,0.7 - 0.4} =0.28
gs2 = max{0.2-0.6,0.5-0.5,0.7-0.5,0.8-0.4}  =0.35

g3 = max{0.08-0.9,0.2-0.8,0.28-0.4,0.35-0.3} = 0.16

Najvecja verjetnost je torej g* = gs3 = 0.16. Pois¢imo Se optimalno razporedi-
tev lobistowv.

qe3 = 43233 3 lobisti k tretji stranki
qs2 = q21P12 1 lobist k drugi stranki
g21 = p21 2 lobista k prvi stranki

Naloga 4.6.

(@)

(b)

(c)

Naj bosta p; in g; najvecji vsoti za ustrezne postavitve domin do i-tega polja,
pri ¢emer na i-tem polju dovolimo le del domine z znakom + oziroma — (tj.,
prepovemo — oziroma +, dovolimo pa, da i-to polje ni pokrito). Dolo¢imo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

pi=max{p; 1,4i-1,Pi-2— ai—1 + ai}

qi =max{p; 1,4i-1,4i—2 + a;-1 — aij}

p():pl:()’
qo=4qg1=0,

Vrednosti p; in g; (0 < i < n) ratunamo narascajoce po indeksu i. Najvecjo
vsoto dobimo kot p* = max{p,, g}

Zaizracun vrednosti p; in g; pri vsakem i potrebujemo konstantno ¢asa. Ker
naredimo 7 takih korakov, je ¢asovna zahtevnost algoritma O(n).

Izracunajmo vrednosti p; in q; 2<i<9).

p2 = max{0,0,0 —6 + 3} =0 g2 =max{0,0,0+6—3} =3

p3 =max{0,3,0-3+(-4)} =3
ps=max{3,7,0—-(-4)+2} =7
ps=max{7,7,3-2+(-3)} =7
pe =max{7,12,7—-(-3) +5} =15
p7r =max{15,12,7-5+9} =15
ps =max{15,15,15-9+1} =15
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g3 =max{0,3,0+3+(-4)} =7
gs =max{3,7,3+(-4) -2} =7
gs =max{7,7,7+2—(-3)} =12
g6 = max{7,12,7 + (—3) =5} = 12
g7 =max{15,12,7+5-9} =15
gs =max{15,15,15+9—1} =23



Slika 34: Optimalno pokritje za nalogo 4.6(c).

po=max{15,23,15—1+2} =23  gg=max{15,23,15+1-2} =23

Optimalno pokritje ima torej vsoto p* = max{pg, g9} = 23. Poglejmo, kam
moramo postaviti domine.

p* =po=qs=qs+ar;—ag [+ -]na(7,8)
de=(qs=qgs+as—as [+ -] na(4,5)
qs=4qi1+az—as [+ —-]na(2,3)

Postavitev je prikazana na sliki 34.

Naloga 4.7.
(a) Zapisimo definicijo funkcije q(x) za 0 < x < 4.
q(x) =max({0.15x} U{0.1 | x=1}U{0.35|x=2}U{0.5| x=3})

0.35 x =2 (Diskretna d.d.z.)
=<0.5 x =3 (Diskretna d.d.z.)

0.15x sicer (Zvezna d.z.z.)

(b) Naj bosta v (x) in v2(x) najvecji pricakovani vrednosti nalozbenih strategij,
pri katerih imamo na voljo x milijonov evrov oziroma to koli¢ino v celoti
vlozimo v naloZbo in zavarovanje. Zapi§imo rekurzivni enacbi.

v2(x) = max{(x - y)(3+0.4¢(y)) | 0 < y < min{4, x}}
v1(x) =max{x—y+vs(y) |0 y<x}
(c) Najprejizrazimo v, (x) glede na vrednost x (0 < x < 50).

V2 (x) :max({3.14(x—2) |x=2}u{3.2(x-3)|x=3}u
{(x-=»(3+0.06y) |0 <y <minf4,x},y ¢ {2,3}})

Naj bo f(y) izraz v zadnjem oklepaju. Opazimo, da gre za kvadraten poli-
nom vV y z negativnim vodilnim ¢lenom, tako da lahko s pomocjo odvajanja
pois¢emo njegov maksimum.

f(y) = —0.06y* + (0.06x —3)y + 3x

78



f'(y) =-0.12y+0.06x-3=0
y=x/2-25=<0

Opazimo, da je maksimum vedno doseZen za vrednost y, ki ni ve¢ja od spod-
nje meje ustreznega intervala, tako da je znotraj njega maksimum dosezen
pri y=0inzna3a f(0) = 3x - tj., premije ne placamo. S primerjavo vseh treh
izrazov tako dobimo

3x 0 < x =314/7 (brez zavarovanja)
U2 (x) =

3.14(x—2) 314/7 < x <50 (Diskretna d.d.z. s premijo 2 mio evrov)
Optimalno strategijo vlaganja sedaj dobimo tako, da izracunamo v, (50).

v1(50) = max({50+2y |0 <y <314/7}u
{43.72+2.14y | 314/7 < x < 50})

Ker oba izraza narascata z y, zadostuje preveriti njuni vrednosti pri zgornji
meji ustreznega intervala. Tako opazimo, da najvecjo vrednost dobimo pri
y =50. Optimalna strategija vlaganja je torej taka, pri kateri vlagatelj 48 milijo-
nov evrov vlozi v nalozbo, 2 milijona evrov porabi za premijo pri zavarovalnici
Diskretna d.d.z., zase pa ne obdrZi nicesar. Pricakovana vrednost naloZbene
strategije je tako v* = v;(50) = 150.72 milijonov evrov.

Naloga 4.8.

(@

(b)

(©)

Naj bo v; najniZja cena izgradnje pocivaliS¢ na odseku od zacetka avtoce-
ste do lokacije x;, ¢e zadnje pocivalisce zgradimo na tej lokaciji. ZapiSimo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

U0=JC()=0

vi=c¢i+min({v;|0<j<i-1,x,—x;<K}uUfoo}) (1<is<n)

Vrednosti v; racunamo nara§cajoce po indeksu i. NajniZjo ceno izgradnje
pocivalis¢ na celotnem odseku dobimo kot

v* =min({v;|0<j<nM-x;<K}Ufoo}).
Ce velja v* = oo, potem izgradnja pocivali$¢ pod danimi pogoji ni mogoca.

V algoritmu izratunamo rn vrednosti v;, pri cemer pri vsaki obravnavamo
najve¢ n moznosti; prav tako obravnavamo najve¢ n moZnosti pri racunanju
v*. Casovna zahtevnost algoritma je torej O(n?).

Izracunajmo vrednosti v; (1 < i < 8). Ker se lokacije zaporednih pocivalis¢
razlikujejo za manj kot K, prav tako pa sta prva in zadnja moZna lokacija
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oddaljeni manj kot K od zacetka oziroma konca odseka, bodo vse vrednosti
v; koncne, enako pa velja tudi za v*.

x1=5 v1 = 18+ min{0} =18
X, =12 vy =11 + min{0, 18} =11
X3=22 v3 =21+min{0,18,11} =21
X4 =34 v4 =16 +min{18,11,21} =27
X5 =49 Us =23+ min{21,27} =44
Xg =65 vg = 15+ min{44} =59
x7 =83 v7 =19+ min{59} =78
xg =91 vg =13+min{59,78} =72
Ker sta samo zadnji dve lokaciji oddaljeni manj kot K od konca odseka, je

najmanj$a cena izgradnje pocivalis¢ enaka v* = min{78,72} = 72. Rekonstru-
irajmo Se optimalno postavitev.

vV =vg=cg+ g pocivalisce na xg =91
Vg = Cg+ Us pocivalisCe na xg = 65
Us = C5+ U3 pocivalisce na x5 =49
V3 =c3+ U pocivalisCe na x3 = 22

Naloga 4.9.

(a) Najbo p; najmanjsa cena postavitve baznih postaj do i-te milje tako, da se v
celoti pokrije interval [0, i]. Dolo¢imo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

pP-1=po=0
pi=min{a; 1+ p;_3,a; + pi-1} (lI<i=sn)

Vrednosti p; raCunamo narascajoce po indeksu i (0 < i < n). NajmanjsSo ceno
postavitve baznih postaj dobimo s p* = py,.

(b) Zaizracun vrednosti p; za posamezen i potrebujemo konstantno mnogo ¢asa.
Ker ta izra¢un opravimo (n — 1)-krat, je torej casovna zahtevnost ustreznega
algoritma O(n).

(c) Izracunajmo vrednosti p; (1 <i <10).

p1 =min{4+0,6 + 0} =4
p2 =min{6+0,1 +4} =5
p3 =min{l +4,10+5} =5
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ps=min{l0+5,14+5} =15
ps =min{l4+5,21 +15} =19
pe=min{21 +15,15+19} =34
p7=min{l5+19,6+34} =34
ps =min{6+34,10+34} =40
po=min{l0+34,3+40} =43
pio=min{3 +40,2+43} =43

Cena postavitve baznih postaj je torej p* = p1o = 43. Poglejmo, kam moramo
postaviti bazne postaje.

P10 = a9 + ps postajana9
Ps = ar+ ps postajana 7
Pe = ag + Ps postaja na 6
Ps = as+ p3 postajana 4
p3=az+p1 postajana 2
p1=ap postajana0

(d) Najbo g; najmanjs$a cena postavitve baznih postaj (pri cemer dovolimo tudi
vecje postaje) do i-te milje tako, da se v celoti pokrije interval [0, i]. Dolo¢imo
zacCetne pogoje in rekurzivne enacbe.

b_; =00
Gg-3=q-2=qg-1=qo=0
gi =min{b;_» + min{g;_4, q;-3},
b;_1 +min{q;_3, q;-2},
bi + min{q;-», gi-1},
aj-1+(qi-2,
a; + qi-1} (l1<i<n)

Vrednosti g; racunamo narascajoce po indeksu i (0 < i < n). NajmanjSo ceno
postavitve baznih postaj dobimo s g* = ¢y.

(e) IzraCunajmo vrednosti g; (1 <i < 10).

g1 = min{co+0,10+0,12+0,4+0,6 + 0} =4
¢g> =min{10+0,12+0,34+0,6+0,1 +4} =3
gs =min{l12+0,3+0,18+3,1+4,10+3} =3
g4 =min{3+0,18+3,24+3,10+3,14 + 3} =3
gs =min{l8+3,24+3,25+3,14+3,21+3} =17

gs =min{24+3,25+3,20+3,21+3,15+17} =23
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g7 =min{25+3,20+3,11+17,15+17,6 +23} =23
gs =min{20+3,11 + 17,16 +23,6 + 23,10 + 23} = 23
go =min{l1+17,16+23,7+23,10+23,3+23} = 26
g0 =min{16+23,7+23,4+23,3+23,2+26} =26

Cena postavitve baznih postaj je torej g* = q19 = 26. Poglejmo, kam moramo
postaviti bazne postaje.

qio=ag+ (s manjsa postajana9
qs =Dbs+qa veCja postaja na 6
qs = b2+ qo vedja postaja na 2

Naloga 4.10.

(a) Zapis$imo zacetni pogoj in rekurzivne enacbe.
co=0
ci=ci-1+p;i (1<i=sn)

Vrednosti ¢; (0 < i < n) raCunamo narascajoce po indeksu i, za izracun pa
porabimo O(n) ¢asa.

(b) Najbo x;; (1 <i< j<n) cena postavitve razdelilnikov, ki razdelijo vodo za
delavnice od i do j. ZapisSimo zacetne pogoje in rekurzivne enacbe.

xl-]-:cj—c,-_1+min{x,~k+xk+1_j|isk<j} (15i<j51’l)
Vrednosti x;; (1 <i < j < n) raCunamo narascajoce po razliki j — 7, nato pa Se

naras¢ajoce po indeksu i. Optimalno resitev dobimo kot x* = x1,.. Casovna
zahtevnost izratuna je O(n®).

(c) Najprej izracunajmo vrednosti ¢; (1 <i <6).

ci1= 0+4 =4
= 4+19=23
c3=23+17=40
cy=40+7 =47
c5=47+5 =52
c6=52+9 =61

Sedaj izraCunajmo Se vrednosti x;; (1 <i < j <6).

X12=23-0 +0+0 =23
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Xo3=40-4 +0+0 =36

X34 =47-23+0+0 =24
X45=52—-40+0+0 =12
X56=61—47+0+0 =14
Xx13=40-0 +min{0+ 36,23 +0} =63
Xo4 =47 -4 +min{0+24,36+0} =67
X35 = 52— 23 + min{0 + 12,24 + 0} =41
X46 = 61 — 40+ min{0+ 14,12 + 0} =33
X124 =47-0 +min{0+67,23+24,63+0} =94
Xo5 =52—4 +min{0+41,36+ 12,67 + 0} =89
X36 = 61 —23 + min{0 + 33,24 + 14,41 + 0} =71
x15=52—-0 +min{0+ 89,23 +41,63 +12,94 + 0} =116
X6 =61—-4 +min{0+71,36+33,67+ 14,89 + 0} =126

X16=61-0 +min{0+126,23+71,63+33,94+14,116+0} =155

Cena postavitve razdelilnikov je torej x* = x16 = 155. Poglejmo, kako naj jih

postavimo.
X16 = C6 — Co + X12 + X36 delimonal,2in3do6
X12 = Cp—Co+ X11 + X22 delimonalin?2
X36 = Cg — C2 + X33 + X46 delimona3in4 do6
X46 = Cg — C3 + X45 + Xg6 delimona4,5in 6
X45 = C5 — C3 + X44 + X55 delimona4in5

Postavitev je prikazana na sliki 35.

Naloga 4.11.

(@) Najbo p;; najveCja vsota, ki jo lahko doseZemo z zaporedjem skokov od Aj;
do A;;. Dolocimo zacetni pogoj in rekurzivne enacbe.

p11 = An
p1j=Ajj+max{py|1<l=<j-1} 2<j<n)
pi1 = Apn +max{pn |1sl=<i-1} 2<i<m)

p,-j:A,-j+max({pM|lsﬁsj—l}u{pgjhsﬁsi—l}) 2=<ism,
2<j=n)

Vrednosti p; j racunamo v leksikografskem vrstnem redu indeksov (npr. naj-
prej narascajocCe po i, nato pa narascajoce po j). Maksimalno vsoto obiska-
nih mest dobimo kot p* = p;;;,. Rekurzivne enacbe lahko resimo v ¢asu
O(mn(m+ n)).
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Slika 35: Postavitev razdelilnikov za nalogo 4.10(c).

Slika 36: ReSevanje in optimalna reSitev za nalogo 4.11(b).

(b) Matrika vrednosti (p; j)‘l.1 i=1 je prikazana na sliki 36, pri Cemer je pri vsaki vred-

nosti puscica od tiste vrednosti, ki je bila uporabljena pri njenem izracunu.
Z rdeco barvo je prikazano zaporedje (1,1),(1,2),(1,4), (2,4), (4,4) z najvecjo
vsoto p* =9.

Naloga 4.12.
(a) Najbo d; (i =1,2) optimalni dobicek pri vlaganju v i-to podjetje. Potem velja
d; = {max{(ni +kix)(ng+ks(m—-x))|a;<x<m-az}, Cea;<m-as,in
0 sicer.
Optimalni dobic¢ek potem dobimo kot d* = max{d;, d»}.

(b) Najbo g;(x) (i =1,2) kvadratni polinom, ki nastopa v zgornjem izrazu. Da iz-
racunamo d; in d», bomo poiskali maksimum polinomov g; in g, v ustreznih
mejah.
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Vrednost d; je maksimalna vrednost izraza
G1(x) = (B8+4x)(4+10-x) = —4x* +48x + 112

za x € [4,7]. Ker ima polinom negativen vodilni ¢len, je njegov globalni
maksimum tam, kjer ima njegov odvod niclo.

qy(x) =—-8x+48=0

xX=6

Ker maksimum leZi na iskanem intervalu, velja d; = ¢, (6) = 256.

Vrednost d, je maksimalna vrednost izraza
Go(x) = (12+2x)(4+10—x) = —2x* + 16x + 168

za x € [5,7]. Ker ima polinom negativen vodilni ¢len, je njegov globalni
maksimum tam, kjer ima njegov odvod niclo.
qy(x) =—4x+16=0
x=4
Ker maksimum leZi levo od iskanega intervala, leZi maksimum na njegovem
levem robu, torej velja d, = g»(5) = 198.

Optimalni dobicek je tako d* = max{256,198} = 256 in ga doseZemo tako, da
vloZimo 6 v prvo podjetje in 4 v marketing.
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2.5 Algoritmi na grafih

Naloga 5.1.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function BFS(G = (V, E), S, VISIT)
visited — slovar z vrednostjo FALSE za vsak v e V
pred — slovar z vrednostjo NULL zavsak v € V
for se Sdo
if —visited[s] then
visited[s] — TRUE
Q<—Is]
while —Q.isEmpty() do
u — Q.pop()
VISIT(u, pred[u])
for v € ADJ(G, u) do
if —visited[v] then
visited[v] «— TRUE
pred[v] — u
Q.append(v)
end if
end for
end while
end if
end for
return pred
end function

Casovna zahtevnost preiskovanja je O(m + n) (kjer je n $tevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa), poleg tega pa algoritem opravi Se O(n) klicev funkcije VISIT.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 9 (pri ¢emer za mnoZico zacetnih
vozlis¢ S vzamemo mnozico vseh vozlis¢ V, za VISIT pa vzamemo NoOOP, torej
ne naredimo nicesar), pri cemer sledimo abecednemu vrstnemu redu vozlisc,
je prikazan v tabeli 9. Gozd iskanja v Sirino je prikazan na sliki 37, iz katere je
razvidno, da so drevesne povezave

(a,b),(b,c),(a,e),e ), (f,0)dg),(dh).

Naloga 5.2.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu. Predpostavili bomo, da imamo na voljo
podatkovno strukturo za prednostno vrsto, ki za vsak element hrani njegovo
prioriteto (to lahko tudi spreminjamo). Podatkovna struktura ima metodo pop(),
ki vrne in odstrani element z najmanjSo prioriteto skupaj z njegovo prioriteto.
Tukaj bodo elementi vozli§c¢a grafa, prioritete pa dolzine najkraj$ih najdenih poti
od zacCetnega vozlisca.
function DIJKSTRA(G = (V,E),se V,L: E—R,)
d — slovar z vrednostjo co za vsako vozlis¢e v € V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozli¢e v € V
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u|uv Q | mnozica oznacenih vozlis¢

[a] {a}

[b] {a, b}

(b, e] {a,b,e}

le, c] {a,b,c,e}
{a,b,c, e}

[c] {a, b, c, e}
{a,b,c, e}

lc, f] {a,b,c,e, f}
[f] {a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, f}
{a,b,c,e, [}
{a,b,c,e, [}

[i] {a,b,c,e, f,i}
[ {a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
[d] {a,b,c,d,e, f,i}
(gl {a,b,c,d,e, f,g,i}
(g, h] {a,b,c,d,e, f,g, h,i}
[h] {a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
[ {a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}

SRR TR O 0O 8 T T Q
=R O THRT AN T

S S0 00 QO
0o QU S Q& 0

~ S0 0 AU QUQUQAUAUALULS TN QNN Q|

Tabela 9: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.1.
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Slika 37: Gozd iskanja v $irino za nalogo 5.1.
Q — prednostna vrsta s prioriteto co za vsako vozlisce v € V (na vrhu je vozlisce z
najmanjso prioriteto)
Qls] —0
while —Q.isEmpty() do
u,d[u] — Q.pop()
for v € ADJ(G, u) do
ifve QAQ[v] >d[u] +L,, then
Qlv] —dlu] + Lyy
pred[v] — u
end if
end for
end while
return (d, pred)
end function
Ce za prednostno vrsto uporabimo obicajen slovar, je ¢asovna zahtevnost metode
pop() linearna v Stevilu elementov slovarja, spreminjanje vrednosti v slovarje pa
se opravi v konstantnem ¢asu. Casovna zahtevnost zgornjega algoritma je tako
on?), kjer je n Stevilo vozlis¢ v grafu.

Ce pa za prednostno vrsto vzamemo kopico, sta asovni zahtevnosti metode
pop() in spreminjanja vrednosti v kopici logaritemski v velikosti kopice. Casovna
zahtevnost zgornjega algoritma je vtem primeru O((m+ n)logn), kjer je m Stevilo
povezav v grafu.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 10, pri cemer sledimo abecednemu
vrstnemu redu vozlis¢, je prikazan v tabeli 10. Drevo najkrajsih poti je prikazano
na sliki 38.

Naloga 5.3.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function DFS(G = (V, E), S, PREVISIT, POSTVISIT)
forve Vdo
visited[v] < FALSE
end for
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u|v Q razdalje in predhodniki
[(a,0)] [0, 0o, 00, 00, 00, 00, 00, 0]
a|b [(b,3)] [0, 34, 00,00,00,00,00,00]
al|f [(b,3),(f,6)] [0,3,4,00,00,00,6,,00,00]
b|c [(f,6), (c,10)] [0,34,104,00,00,64,00,00]
b|e [(f,6),(c,10),(e,12)] [0,34,104,00,12p,64,00,00]
flg [(c,10),(e,12),(g,14)] [0,34,10p,00,124,64, 14g,oo]
c|d [(e,12),(g,14),(d,17)] [0,34,10p,17,12p,64,14¢,00]
e|d [(d,13),(g,14),(d,17)] [0,34,105,13¢,12p,64,145,00]
e| g|l(g13),(d13),(g,14),(d,17)] | [0,34,105,13,,124,64,13,,00]
gl f [(d,13),(g,14),(d,17)] [0,34,104,13,,12p,64,13,,00]
d|b [(g,14),(d,17)] [0,34,104,13,,12,64,13,,00]
d|h [(g,14),(d,17),(h,17)] [0,34,104,13¢,124,64,13,,174]
gl f [(d,17),(h,17)] [0,34,104,13,,125,64,13,,174]
d| b [(h,17)] [0,34,104,13,,125,64,13,,174]
d|h [(h,17)] [0,34,104,13,,125,64,13,,174]
h|lg [] [0,34,104,13,,12},64,13,,174]

Tabela 10: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.2.

Slika 38: Drevo najkrajsih poti za nalogo 5.2.
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Slika 39: Gozd iskanja v globino za nalogo 5.3.

function RAZISCI(v, w)
if visited[v] then
return
end if
visited[v] <— TRUE
PREVISIT(v, w)
for u € ADJ(G, v) do:
RAZISCI(u, v)
end for
PoOSTVISIT(v, w)
end function
for ve Sdo
RAZz1SCI(v, NULL)
end for
end function

Casovna zahtevnost preiskovanja je O(m + n) (kjer je n $tevilo vozlis¢ in m $tevilo
povezav grafa), poleg tega pa algoritem opravi e O(n) klicev funkcij PREVISIT in
POSTVISIT.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 9 (pri ¢emer za mnoZico zacet-
nih vozlis¢ S vzamemo mnoZico vseh vozlis¢ V, za PREVISIT in POSTVISIT pa
vzamemo NOOP, torej ne naredimo nicesar), pri cemer sledimo abecednemu
vrstnemu redu vozlis¢, je prikazan v tabeli 11. Gozd iskanja v globino je prikazan
na sliki 39, iz katere je razvidno, da so drevesne povezave

(a,b),(b,c),(c ), (f,e),(f, i), dg), (g h.

Naloga 5.4.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
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mnozica oznacenih vozlis¢
{a}
{a, b}
{a, b}
{a, b, c}
{a,b,c}
{a,b,c, [}
{a,b,c, f}
{a,b,c,e, f}
{a,b,c,e, f}
{a,b,c,e, f}
{a,b,c,e, f}
{a,b,c,e f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,e, f,i}
{a,b,c,d,e, f,i}
{a,b,c,d,e, f,g,i}
{a,b,c,d,e, f,g,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}
{a,b,c,d,e, f,g, h,i}
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}

<
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Tabela 11: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.3.
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function BELLMANFORD(G = (V,E),se V,L: E —R)
d — slovar z vrednostjo co za vsako vozlis¢e v € V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
d(s] <0
i—0
trenutna < {s}
while —trenutna.isEmpty() do
i—i+1
if i > | V| then
return graf ima negativen cikel
end if
naslednja — prazna mnoZzica
for u € trenutna do
for v € ADJ(G, u) do
ifd(v] > d[u) + L,, then
dlv] —dlul + Ly,
pred[v] — u
naslednja.add(v)
end if
end for
end for
trenutna — naslednja
end while
return (d, pred)
end function
V i-tem obhodu zanke while slovar d vsebuje dolzine tistih najkrajsih poti od s do
vsakega drugega vozlisca, ki vsebujejo najvec i povezav. Ce graf nima negativnih
ciklov, je v vsaki najkrajsi poti najve¢ n — 1 povezav (kjer je n Stevilo vozliS¢) in
zato algoritem konca najkasneje po n-tem obhodu zanke while. V nasprotnem
primeru obstaja najkrajs$a pot z neskon¢no povezavami, kar algoritem zazna ob
vstopu v (n+ 1)-vi obhod zanke. Casovna zahtevnost algoritma je tako O(mn),
kjer je m Stevilo povezav grafa.
Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 11 je prikazan v tabeli 12. Drevo
najkrajsih poti je prikazano na sliki 40.

Naloga 5.5.

(a) Upostevamo, da je graf G = (V, E) aciklicen, torej za vsaki vozli§¢i u,v e V
velja
u— v = postlabel(u) > postlabel(v),

kjer je postlabel stevec, s katerim oznacimo vozlisce, ko ga v algoritmu DFS
docela preis¢emo.

Trditev lahko dokaZzemo z obravnavanjem dveh primerov, in sicer, ko z DFS
pridemo v vozli§¢e u pred v, in ko pridemo v vozlis¢e v pred u. V prvem
primeru bomo pred dolocitvijo pooznake vozlis¢u u morali obiskati vse nje-
gove sosede, torej tudi v, ki mu bomo dolocili pooznako pred u. V drugem
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(b)

ilul|v| Ly razdalje in predhodniki
[0, 00, 00, 00, 00, 00, 00, 00]

[0,34,00,00,00,00,00,00]
[Or 3a» 00, 00, 00, Ga’oo; OO]

[0,34,105,00,12p,64,00,00]
[0,34,10p,00,12p,64,14 ,00]
=7 110,34,10p,3¢,125,64,14 ¢, 00]
1 [0,34,10p,3¢,12p,64, 14, 00]
1 [0,34,10p,3¢,12p,64,13,,00]
[0,34,10p,3¢,12p,64,13,,00]
9 [0,34,10p,3¢,12p,64,13¢,00]
4 [0,34,10p,3¢,125,64,13,,74]
—1 | [0,34,10p,3,124,64,13,,74]
=5 | [0,34,104,3,,12p,64,25,7 4]
=1 | [0,34,10p,3¢,12p,1g,2p,74]
8 [0,34,10p,3¢,12p,1g,2p,74]

3
6
7 [0,34,10p,00,00,6,00,00]
9
8
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Tabela 12: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.4.

primeru pridemo prej do v, a ker je graf aciklicen, od v ne bomo prisli do u,
torej bomo spet v obdelali pre;j.

Trditev nam omogoca zapis krajSega algoritma, ki bo uporabil algoritem DFS
iz naloge 5.3. Njegova ideja je, da padajoce uredimo vozli§¢a po njihovih
pooznakah in tako dobimo inverzno topolosko ureditev. To doseZemo tako,
da po popolni obdelavi vozli§ca tega postavimo na sklad.
function Toro(G = (V, E))
toposklad — []
function POSTVISIT(u, v)
toposklad.append(u)
end function
DFES(G, V,NOOP,POSTVISIT)
toposklad.reverse()
return toposklad
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m+ n), kjer je n Stevilo vozli¢ in m $tevilo
povezav grafa.

Klic ToPO(G) nam vrne ureditev vozlis¢ (g, a, h, b, c, f, d, e].

Tukaj bomo uporabili rezultat iz prej$nje tocke in osnoven koncept dinamic-
nega programiranja.
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Slika 40: Drevo najkrajsih poti za nalogo 5.4.

Oznacimo z L, uteZ povezave u — v. Naj dg(u) predstavlja najkrajso razda-
ljo od izbranega vozlisca s do vozlisca u.

dg(s)=0
dg(u) = Iyllill}(dc(v) +Ly)  (ueV\{s}

Da bomo imeli vse potrebne dg(v) definirane pred izracunom dg(u), po-
skrbimo z rezultatom iz prej$nje tocke, saj pri topoloski ureditvi vodijo vse
povezave le naprej, Po premiku na naslednje vozlisce tako ne potrebujemo
kasnejsih vozliS¢, pac pale prej$nja, za katera vrednost Ze poznamo.

Imamo torej vse, kar potrebujemo za izraCun najkrajSe poti. Za beleZenje
vozlis¢, skozi katera vodi ta pot, bomo uporabili seznam predhodnikov, ki bo
nakazoval, katero vozlis€¢e smo izbrali za predhodnika.

pred(s) = NULL
pred(u) = argmin(dg(v) + L,y,) (e V\{sh

v—u

ZapiSimo algoritem, ki poisce razdalje od s do ostalih vozlis¢. Poleg razdalj
bo za vsako vozliSce povedal Se, iz katerega vozliS¢a smo prisli do njega.
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function NAJKRAJSAPOT(G = (V,E),s,L: E—R)
dg — slovar z vrednostjo oo za vsako vozlis¢e v e V
dgls] <0
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
for ue Toro(G) do
for v € ADJ(G, u) do
if dgv] > dglu] + L, then
dglv] — dglul+Lyy
pred[v] — u
end if
end for
end for
return (dg, pred)
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m+ n), kjer je n Stevilo vozli¢ in m $tevilo
povezav grafa.

Ce Zelimo rekonstruirati pot, sledimo predhodnikom podanega kon¢nega
vozlisca ¢, dokler ne pridemo do s.

function REKONSTRUIRAJPOT(pred, t)
u—t
pot — [t]
while pred(u] # NULL do
u — pred(u]
pot.append(u)
end while
pot.reverse()
return pot
end function

Klic NAJKRAJSAPOT(G, g, L) vrne seznam dg z razdaljami od vozlis¢a g do
ostalih vozlis¢ grafa in seznam pred s prednikom vsakega vozli§¢a v najkrajsi
poti od g. Potek izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 13. Seznam vozIis¢,
skozi katera je algoritem potoval, da je opravil pot od g do e, nato dobimo s
klicem REKONSTRUIRAJPOT (pred, e) — to so [g, a, b, e]. Dolzino te poti lahko
preberemo kot dgle] = —1.

Pripomnimo, da algoritem deluje pravilno ne glede na polozaj zaCetnega
vozlis¢a s v topoloski ureditvi. Za vsako vozlis¢e u, ki v topoloski ureditvi
nastopa pred s, namrec velja dg(u) = oo, tako da se ne nastavi kot predhodnik
nobenemu vozliscu. Tako se vozli§¢u s ne bo nastavil predhodnik. Algoritem
lahko nekoliko pohitrimo tako, da gledamo vozlis¢a v topoloski ureditvi le od
s naprej, prejSnja pa ignoriramo, saj iz s ne moremo priti do njih. Prav tako bi
se lahko ustavili, ko dosezemo vozlisce .

Uporabimo algoritem NAJDALJSAPOT, ki deluje na enak nacin kot NAJKRAJ-
SAPOT, le da namesto co vzame v dg za zacetne vrednosti —oo, v zanki pa na
vsakem koraku preverja pogoj dg[v] < dglu] + Ly,. Casovna zahtevnost al-
goritma tako ostane enaka. Klic REKONSTRUIRAJPOT(pred, e), kjer je dg, pred
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izhod klica NAJDALJSAPOT(G, g, L), vrne pot [g, h, b, ¢, f, e] dolZine 24. Potek
izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 14.

Naloga 5.6.

(a) Iz danega neusmerjenega grafa G = (V, E) in funkcije uteZi vozlis¢ c: V —
[0,1] bomo konstruirali usmerjen graf G' = (V, E'), kjerje E' = {uv, vu | uv € E}
(tj., vsako neusmerjeno povezavo iz G nadomestimo z nasprotno usmerje-
nima povezavama med krajis¢ema), in funkcijo utezi povezav L: E' — [0,1] s
predpisom L(uv) = c(u) (tj., cena povezave je enaka ceni zaCetnega vozli§ta v
G). Na grafu G’ s funkcijo uteZi povezav L nato poZzenemo varianto algoritma
D1JKSTRA iz naloge 5.2.

function DUKSTRAPROB(G = (V,E),s€ V,L: E—[0,1])
d — slovar z vrednostjo 0 za vsako vozliS¢e v € V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
Q — prednostna vrsta s prioriteto 0 za vsako vozlis¢e v € V (na vrhu je vozlisce
z najvecjo prioriteto)
Qls] —1
while = Q.isEmpty() do
u,d[u] — Q.pop()
for v € ADJ(G, u) do
ifve QAQ[vl<d[u]-L,, then
Qlv] —dlul- Ly,
pred[v] — u
end if
end for
end while
return (d, pred)
end function

V primerjavi z algoritmom DIJKSTRA smo torej zamenjali seStevanje z mnoZe-
njem in obrnili primerjave, poleg tega pa smo e ustrezno spremenili zacetne
vrednosti. Preslikava x — —log x poslje utezi na interval [0, 0], pri Cemer se
urejenost obrne, mnoZenje se pa nadomesti s seStevanjem — zgornji algoritem
je torej ekvivalenten algoritmu DIJKSTRA s tako preslikanimi utezmi, in ima
tako isto ¢asovno zahtevnost (tj., O(n?), ¢e za prednostno vrsto uporabimo
obicajen slovar, in O(mlogn), ¢e za prednostno vrsto vzamemo kopico, kjer
je n Stevilo vozlis¢ in m §tevilo povezav v grafu).

(b) Potek izvajanja zgornjega algoritma je prikazan v tabeli 15, iz katere raz-
beremo, da je najvarnejsa pot LA - SF - RE - SLC - DE - KC -SL-CH, z
verjetnostjo, da nas ne oropajo, enako 0.31752.
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Tabela 13: Potek izvajanja algoritma NAJKRAJSAPOT za nalogo 5.5(b).
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Tabela 14: Potek izvajanja algoritma NAJDALJSAPOT za nalogo 5.5(c).
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SF

PH

Lv

RE

EP AQ DE SLC DA OoC KC oM ME

SL

CH

Ira

0
1ra

0
11

Isp

0.8pg  0.8ph
0.5y 0.51y
0.7rg
* 0.48gp
* 0.564¢ 0.564¢
0.63s1C *
* 0.504pg  0.504pg

* 0.3360C

* 0.384pp
*

Tabela 15: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.6(b).

Naloga 5.7.

(@

(b)

(©)

Konstruiramo graf G, katerega vozli$ca so kraji z naSega seznama, med voz-
liS¢ema pa je povezava, Ce lahko cesto med ustreznima krajema prevozimo
venem dnevu. Ce vozlisdi s in ¢ predstavljata zacetno tocko in destinacijo,
potem lahko na grafu G izvedemo iskanje v §irino z zaCetkom v vozlisCu s ter
v dobljenem drevesu pois¢emo pot do vozlisca .

Iz grafa G izpeljemo graf G/, ki ga dobimo tako, da odstranimo notranja
vozli§¢a poti iz prej$nje tocke (tj., s in ¢ pustimo v G'). Potem lahko na grafu
G' izvedemo iskanje v $irino z zatetkom v vozli§¢u ¢ ter v dobljenem drevesu
pois¢emo pot do vozlisca s.

Iskanje v $irino na grafu G s slike 14 nam da drevo s slike 41, s katere je
razvidna pot L] - WI — BN - LU — AM. Graf G’ torej dobimo tako, da iz G
odstranimo vozlis¢a WI, BN in LU. Iskanje v $irino nam da drevo s slike 42, s
katere je razvidna povratna pot AM — BL- PR-BS-BU - LJ.

Naloga 5.8.

(@)

Drevo iskanja v globino je prikazano na sliki 43, pri ¢emer sta pri vsakem
vozlis¢u u prikazani Se vrednosti (¢, p,).

Prerezna vozliSca grafa s slike 15 so a, b in c. Koren drevesa iskanja v globino
a je prerezno vozlisCe, ker ima vec kot enega naslednika. Ostala prerezna
vozli§¢a prepoznamo po tem, da imajo takega naslednika v drevesu iskanja
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Slika 41: Drevo iskanja v §irino na grafu G za nalogo 5.7.

BL BX

BU O
L) 29

Slika 42: Drevo iskanja v $irino na grafu G’ za nalogo 5.7.
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(b)

(©)

(d)

(e

v globino, da v njegovem poddrevesu ni vozlis¢ s pre¢nimi povezavami do
predhodnikov obravnavanega vozli§¢a — drugace povedano, notranje vozlisce
u v drevesu iskanja v globino je prerezno vozlis¢e natanko tedaj, ko obstaja
njegov naslednik w, za katerega velja p,, = ¢,.

ZapiSimo rekurzivno formulo.

pu=min({py | weVu—wlu{lylweV,u~wvu=uw}

Zapisimo psevdokodo za funkcijo PREVISIT.

function PREVISIT(u, v)
if v = NULL then
0,0
else
ly—0,+1
end if
end function

Zapisimo psevdokodo za funkcijo POSTVISIT.

function POSTVISIT(u, v)
if (v =NULLA|ADJ(G,u)| > 1) vV (v #NULLAJw € ADJ(G, u) : py = ¢,,) then
izhod. append(u)
end if
pu—min({py | weADIG, W) ALy > ,} Ul | w e ADJ(G, u) V w = u})
end function

Iskanje v globino tece v ¢asu O(m + T), pri Cemer je m Stevilo povezav v
grafu, T pa je Cas, porabljen za klic funkcij PREVISIT in POSTVISIT za vsako
vozlis¢e grafa. Funkcija PREVISIT teCe v konstantnem ¢asu, klic funkcije
PosTVISIT(u, v) pa teCe v Casu O(dg(u)), kjer je dg(u) stopnja vozlis¢a u v
grafu G. Ker je vsota stopenj vozli§¢ grafa enaka dvakratniku §tevila povezav,
lahko sklenemo, da celoten algoritem tece v ¢asu O(m).

Naloga 5.9.

(@)

(b)

(©)

Topolosko ureditev dobimo z uporabo algoritma ToPO iz naloge 5.5(a). Do-
bimo [s,b,a,d, h,e,c, f,1, g, t]. Graf v tej ureditvi si lahko ogledamo na sliki 44.

Najkrajso pot od vozlis¢a s do vozlis¢a ¢ lahko izracunamo z algoritmom
NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.5(b). Tanam vrne pot s—a—d — h—i— t dolzine
11. Delovanje algoritma si lahko ogledamo v tabeli 16.

Ker se algoritem odlo¢a neodvisno od svojih prejs$njih odlocitev, so vsi do-
godki neodvisni. Verjetnost, da pridemo do vozlis¢a v, bo vsota verjetnosti
vseh dogodkov potovanja po (razlicnih) poteh, ki se koncajo v v. Verjetnost
potovanja po doloceni poti pa bo produkt verjetnosti potovanja po vsaki

100



Slika 43: Drevo iskanja v globino za nalogo 5.8.

vsebujocCi povezavi. Za verjetnosti q, v usmerjenem acikli¢cnem grafu torej
velja zveza

qv = Z Puvqu
u—v
qs=1.

Vrednosti g, bomo iskali po topoloskem vrstnem redu.
function DAGVERJETNOSTI(G = (V, E), s,/ : E — R,)
g — slovar z vrednostjo 0 za vsako vozlis¢e v € V
qglsl —1
for u € Toro(G) do

p— ZweADlg(u) Cyuw
for v € ADJg(u) do

qlvl — qlvl+qlul €,/ p
end for
end for
return g
end function

Casovna zahtevnost algoritma je O(m), saj gremo po vsaki povezavi preko
vsakega vozli§¢a enkrat, pri cemer pa moramo seveda poskrbeti, da vsote v
Stevcu definicije vrednosti p,, ne racunamo vsakic sproti, pac pa to storimo
pred posodabljanjem verjetnosti sosedom vozlisc¢a u.
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Slika 44: Predstavitev topolosko urejenega grafa za nalogo 5.9(a).

Tabela 16: Potek izvajanja algoritma NAJKRAJSAPOT za nalogo 5.9(b).
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u v | predlvl dglv]
s a s 2
s b s 3
s ¢ s 5
b a s 2
b ¢ s 5
b e b 9
b f b 7
a d a 8
d e b 9
d g d 14
d h d 9
h e b 9
h g d 14
h i h 10
h t h 12
e ¢ s 5
e f b 7
e g e 13
g t h 12
c f b 7
f i h 10
i t i 11



v Q BX AM BL PR BS PA LU BN WI BU MO VE Ly 7G
[(L], 0)] oo oo oo oo oo oo o o oo =) oo =) 0 oo
VE [(VE, 35)] 35LJ
WI [(WI, 33), (VE, 35)] 331
zG [(ZG, 20), (WI, 33), (VE, 35)] ZOU
BU [(ZG, 20), (BU, 25), (WI, 33), (VE, 35)] 25L]
Ly [(BU, 25), (WI, 33), (VE, 35)]
BU [(BU, 25), (WI, 33), (VE, 35)]
Ly [(WI, 33), (VE, 35)]
7G [(WI, 33), (VE, 35)]
WI [(WI, 33), (VE, 35)]
BS [(WTI, 33), (VE, 35), (BS, 40)] 40y
Ly [(VE, 35), (BS, 40)]
BU [(VE, 35), (BS, 40)]
BS [(VE, 35), (BS, 40)]
PR [(VE, 35), (BS, 40), (PR, 53)] 531
BN [(VE, 35), (BS, 40), (PR, 53), (BN, 68)] 681
L] [(BS, 40), (PR, 53), (BN, 68)]
MO | [(BS, 40), (PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)] T9VE
BU [(PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)]
WI [(PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)]
PR [(PR, 53), (BN, 68), (MO, 79)]
BS [(BN, 68), (MO, 79)]
WI [(BN, 68), (MO, 79)]
BL [(BN, 68), (MO, 79), (BL, 83)] 83pR
WI [(MO, 79), (BL, 83)]
MO [(MO, 79), (BL, 83)]
LU [(MO, 79), (BL, 83), (LU, 101)] 101gN
VE [(BL, 83), (LU, 101)]
BN [(BL, 83), (LU, 101)]
PA [(BL, 83), (LU, 101), (PA, 133)] 133pM0
PR [(LU, 101), (PA, 133)]
AM [(LU, 101), (AM, 127), (PA, 133)] 127g1,
BN [(AM, 127), (PA, 133)]
AM [(AM, 127), (PA, 133)]
BX [(AM, 127), (PA, 133), (BX, 150)] 15013
PA [(AM, 127), (PA, 133), (BX, 150)]
BL [(PA, 133), (BX, 150)]
LU [(PA, 133), (BX, 150)]
BX [(PA, 133), (BX, 150)]
MO [(BX, 150)]
LU [(BX, 150)]
BX [(BX, 150)]
AM [1
LU [1
PA [1
Tabela 17: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.10.
Naloga 5.10.

(a) Imamo neusmerjen graf G = (V, E) z utezmi na vozlis¢ih ¢, (u € V) in poveza-
vah ¢, (uv € E). Problem bi bilo najlazje reSevati z Dijkstrovim algoritmom
na usmerjenem grafu D = (V, A), kjer je A= {uv,vu| uv € E} mnoZica usme-
rjenih povezav, z utezmi L, = £, + ¢, (uv € A).

(b) Potek resevanja problema je prikazan v tabeli 17. Najcenej$a pot od L] do BX
je L] -WI-BN - LU - BX s ceno 150.

Naloga 5.11.

(a) Ustrezni graf je prikazan na sliki 45, iz katere je razvidna topoloska ureditev
s,¢,f,a,ei,j,bh,k,d,g,z. VozliiCe s je bilo dodano kot izhodi§¢na tocka s
povezavami dolZine 0 do predmetov, h katerim lahko Peter pristopi takoj.
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Slika 45: Graf in najkraj$a pot za nalogo 5.11.

s ¢ f a e 1 j b h k d g =z
0 0 Os Os 47 55 55 9. 10; 15; 16, 14, 194

Tabela 18: Izracunane vrednosti v algoritmu za nalogo 5.11(b).

(b) S pomocjo algoritma NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.5(b) pois¢emo razdalje od
vozliic€a s do ostalih vozliS¢ grafa — te so zbrane v tabeli 18. Iz izhoda lahko
rekonstruiramo najkraj$o pot s —a—i — h— g — z dolzine 19, ki je prikazana
tudi na sliki 45. Peter naj torej zaporedoma opravi predmete a, i, h in g, kar
mu bo omogocilo, da po 19 tednih pristopi k zaklju¢nemu izpitu.

Naloga 5.12.
(a) Definirali bomo usmerjen graf G' = (V', E'), kjer je

V'={s,tiu{va,vglveV\{s t}} in

E ={uxvy|luveX\Y, X,Y€{A B}, u,veg{s, t}}
U{svy |sve E\Y, YE{A B}, veis t}
U{uxt|lute X, Xe{A B}, udfs,t}}
uU{st|steE}.
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(b)

TrenutnovozlisCe | s ra g Uax U Va UV Wa Wg t
0 co oo oo 0 o 00 o0 00 00

s 0 oo 4 103 o0 o0 o0 1y o0 12
wa 0 oo 3y, 10 oo oo 24, 1l oo 12
Up 0 4,, 3w, 104 o0 o0 24, 1l oo 12
rp 0 4y, 3w, 105 oo 5, 2y, 1 oo 104
ra 0 4,, 3w, 105 oo 5, 24, 1ls 6, 10,
VA 0 4y, 3w, 105 74, 5/ 2w, 1ls 6, 104
wg 0 4y, 3w, ws Tv, 5 2w, 1ls 6, 10,
up 0 4,, 3w, Ywz; 7v, 5 2w, 1ls 65, 10,
Us 0 4y, 3w, ws Tv, 5 2w, 1ls 6, 10,
t 0 4,, 3w, 9wz 7vy 5 2w, 1ls 65, 10,

Tabela 19: Potek reSevanja za nalogo 5.12(b).

Cene povezav ohranimo - velja torej

L/uxvy =Luy (uXUYEE/),

L{gyy =Lsy (svy €E),

Liyye=Lut (uxte E),

L, =Ly (ste EN.
Z Dijkstrovim algoritmom lahko pois¢emo najkrajSo pot od s do ¢ v grafu
G/, ki bo oblike s — wg(ll) - wgé) — = wgfk) —t, kjervelja X; e {AB}(1<i<
k) in X;1 # X; = Xj42 (1 =i < k—2). 1z te poti lahko izlu§¢imo najkrajso

alternirajo¢o pot s — wV — w® —... - w® — ¢ v grafu G.

Graf G’ ima 2n—2 vozlis¢ in m povezav, kjer je n $tevilo vozlis¢ in m Stevilo po-
vezav v grafu G. Ce v Dijkstrovem algoritmu za prednostno vrsto uporabimo
kopico, je ¢asovna zahtevnost algoritma tako O(mlogn).

Potek izvajanja Dijkstrovega algoritma na pomoZnem grafu G’ je prikazan
v tabeli 19. Najkraj$a pot v grafu G’ je s— w4 — rg — t dolzine 10, kar ustreza
najkrajsi alternirajoci poti s — w —r — t vgrafu G.

Naloga 5.13.

(@)

Algoritem BFS iz naloge 5.1 vrne Zeleni slovar. Ker lahko koren poljubno
izberemo, lahko slovar pred dobimo s klicem BFS(T, V,NoOP). Neposredni
nasledniki vozlis¢a u v drevesu T so tisti njegovi sosedi v € ADJ(T, u), za
katere velja v # pred[u].
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(b) Naj bosta x, in y, teZi najteZje neodvisne mnoZice S v poddrevesu s korenom
u (glede na slovar pred), za katero velja u € S oziroma u ¢ S. Potem velja

Xy=cCy+ Z Y in
v~u
v#pred(u]
yu= Y, max{x,, Yy}
v~Uu
v#pred(u]
Vrednosti x, in y, ratunamo od listov v smeri proti korenu r (tj., v topoloski

ureditvi glede na pred). TeZo najteZje neodvisne mnoZice dobimo kot ¢* =
max{x,, yr}.

(c) Daiz vrednosti x;, in y, (1 € V) izlu¢imo najtezjo neodvisno mnozico S v
drevesu T, se sprehodimo od korena proti listom (npr. z iskanjem v §irino) in
posamezno vozlis¢e u dodamo v mnozico S, ¢e njegov prednik ni v S in velja
XuZYu-

function NAJTEZJANEODVISNAMNOZICA(T = (V, E), 1, (X)) uev, (Vi) uev)
S — prazna mnozica
function VISIT (i, v)
ifvgSanx,=y,then
S.add(w)
end if
end function
BFS(T,{r}, VISIT)
return S
end function

(d) Naj bo n Stevilo vozlis¢ drevesa T. Potem ima T natanko n—1 povezav. Za
izraCun najteZje neodvisne mnoZzice naredimo tri preglede v Sirino, pri cemer
v vsakem vozli§¢u porabimo konstantno mnogo ¢asa. Casovna zahtevnost
celotnega algoritma je torej O(n).

(e) Izracunajmo vrednosti x; in y, (u € V), e za koren vzamemo vozlisce a.

Xi =9 Yi =0
Xj =4 Vi =0
Xi =2 Vi =0
X4 =1 Vd =0
Xe=1+0+0 =1 Ve = max{9, 0} + max{4, 0} =13
Xy =4 Yf =0
xg=8+0 =8 yg=max{g,0} =2
Xp =4 Vh =0
Xp=1+0+134+0=14 ¥p = max{l, 0} + max{l, 13} + max{4,0} = 18
Xc=9+2+0 =11 Ve = max{8, 0} + max{4, 0} =12
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X,=8+18+12 =38 Vqa = max{14,18} + max{11,12} =30

TeZa najteZje neodvisne mnoZice S je torej ¢* = max{x,, y,} = 38. Poglejmo,
katera vozliS¢a so v mnozici S.

c*=xq4

Xg=Cat¥Yp+ e aes
Yo=Xq+Yet+Xg b¢gS
Ye=Xg+Xp c¢gS
Xg=C¢Cq deS
Ve =Xi+ Xj egS
Xp=cr fes
Xg =Cg+ Yk ges
Xp=cp hes
X; = Cj ieS
Xj=cj JjES
V=0 kegS

NajteZja neodvisna mnozica je torej S =1{a,d, f, g, h, i, j}.

Naloga 5.14.

(a) Za dani graf G = (V, E), vozlisci s, t € V, uteZzi povezav Ly, (uv € E) in utezi
vozlis¢ ¢, (v € V) bomo izracunali nove uteZi povezav ¢, = L, + ¢, (uv € E),
ki predstavljajo skupen stroSek prehoda od operaterja u k operaterju v. Ker
so te utezi Se vedno lahko tudi negativne, bomo v grafu G poiskali najkrajso
pot od s do t s pomocjo Bellman-Fordovega algoritma, ki tece v ¢asu O(mn),
kjer je n Stevilo vozlis¢ in m Stevilo povezav grafa G.

(b) Najprej izracunajmo nove uteZzi povezav.

Cbrez, Bobitel= 65+15=280
Cbrez, Sodafon = 85+10=95
Cbrez, Rega= 95+0 =95
Crez, Fenmobil= 50+30 =280
Cpres, 0= 60+5 =65

Cbrez, TeleJanez = 45+20=65
€ Bobitel, Sodafon = 10+10 =20
Csodafon, Rega= —5+0 =-5

? Rega, Fenmobil= —15+30=15
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Tabela 20: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.14(b).

€ Fenmonit, 20 = —10+5 =-5

€70, Telejanez= D +20=25
 Telejanez, Bobitet = 0+15=15
¢ Telejanez, Fenmobil = —20+30 =10
¢ Fenmobil, Sodafon = ~ 5+10=15
Csodafon, TeleJanez = 20 +20 =40

Za izracun najcenejSe poti od vozli§¢a brez do vozlis¢a Rega bomo sledili
algoritmu BELLMANFORD iz naloge 5.4, pri Cemer bomo upostevali vrstni red
povezav iz zgornjega seznama. Strnjen potek algoritma (samo koraki, kjer se
katera od razdalj spremeni) je prikazan v tabeli 20. Za najcenejse zaporedje
prehodov med operaterji tako dobimo TeleJanez, Fenmobil, Sodafon, Rega,

skupni strosek pa je 75.

Naloga 5.15.

(a) Pomagali si bomo z iskanjem v Sirino. Zapi§imo algoritem, ki klice funkcijo

BFS iz naloge 5.1.
function STEVILONAJKRAJSIH(G = (V, E), 5)
Stevilo — slovar s kljudi v € V in vrednostmi 0
globina — slovar s klju¢i v € V in vrednostmi co
Stevilo[s] — 1
globina(s] — 0
function VISIT(u, v)
for w € ADJ(G, u) do
if globina[w] = oo then
globina[w] — globinalu] +1
end if
if globina[w] = globina[u] + 1 then
Stevilo[w] < Stevilo[w]+ Stevilo[u]
end if
end for
end function
BFS(G, {s}, VISIT)
return globina
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i u v ¢,y | brez Bobitel Sodafon Rega Fenmobil  Z° TeleJanez
1 brez ostali 0 80prez 95prez 95brez 80prez 65brez 65brez
1 Sodafon Rega -5 0 80brez 9Sbrez 9OSodafon 80brez 65brez 65brez
1 | TeleJanez Fenmobil 10 0 80prez 95prez 90sodafon 7STeleJanez  65brez 65prez
1 | Fenmobil SOdaf on 10 0 80prez 90 Fenmobil 9OSodafon 73 Telejanez  ©Obrez 63brez
2 Sodafon Rega -3 0 80brez 90 Fenmobit 8550dafon 75 Telejanez  ©9brez 65brez



globina Stevilo

ula b ¢ d e f g h ila b c d e f g h i

coO 00 00 00 00 oo oo oo 0|0 O O O O O O O 1
i|loco o0 co o co 1 1 1 0({0 0 0 0 0 1 1 1 1
floo o 2 o© 2 1 1 1 0/{0 01 0 1 1 1 1 1
gloow c© 2 2 2 1 1 1 0{0 0 2111 1 11
hljoo c©o 2 2 2 1 1 1 0/0 0 2 1 2 1 1 11
c|{3 3 2 2 2 1 1 1 02 2 2121111
e/ 3 3 2 2 2 1 1 1 02 4 21 2 1 111
d|/3 3 2 2 2 1 1 1 0/3 4 2121111
al3 3 2 2 2 1 1 1 013 4 2121111
b|3 3 2 2 2 1 1 1 0|3 421 21111

Tabela 21: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.15(b).

end function

Vidimo, da s klicanjem funkcije VISIT na vsakem vozli§¢u vsako povezavo
obravnavamo najvec dvakrat, tako da je ¢asovna zahtevnost algoritma O(m).

(b

—

Potek izvajanja algoritma je prikazan v tabeli 21, pri Cemer je bil upoStevan
abecedni vrstni red obiskovanja sosedov posameznega vozlis¢a. Konc¢ni
rezultat lahko preberemo iz zadnje vrstice tabele.

Naloga 5.16.

(a) Zgledovali se bomo po algoritmu NAJKRAJSAPOT iz naloge 5.5. ZapiSimo algo-
ritem, ki klice funkciji ToPO in REKONSTRUIRAJPOT iz iste naloge, poleg tega
pa klice tudi funkcijo ADJIN, ki vine mnoZico vozli§¢ v podanem usmerjenem
grafu s povezavo do podanega vozlisca.

function JADRNICA(G = (V, E), s, t, (ky) uev)
¢ — slovar z vrednostjo —oo za vsako vozlis¢e v € V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsako vozlis¢e v € V
for u € Toro(G) do
for v € ADJIN(G, u) do
if c[v] > c[u] then
clv] < clu]
pred[v] — u
end if
end for
if c[u] > k,, then
clu] — ky
end if
end for
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KPp PU RI ML ZD DO SI ST HV DU
20 18gxp 1l4py 12py 16py 15zp 13zp 1351 15po0 15pv

Tabela 22: Izracunane vrednosti v algoritmu za nalogo 5.16(b).

return REKONSTRUIRAJPOT(pred, t)
end function

Algoritem opravi topolosko urejanje grafa, nato vsako povezavo pregleda
enkrat, nazadnje pa opravi Se obratni prehod po najdeni poti, tako da je
njegova ¢asovna zahtevnost O(m).

(b) Graf's slike 21 ima topologko ureditev KP, PU, RI, ML, ZD, DO, SI, ST, HV, DU.
Izracunane vrednosti v tabelah c in pred v algoritmu iz tocke (a) so prikazane
v tabeli 22, iz katere je razvidno, da gre lahko na jadrnico najvec 15 prijateljev,
kar je mogoce doseci z izbiro poti KP - PU -ZD - DO - HV-DU.

Naloga 5.17.
Sledili bomo naslednjemu algoritmu.
function FLOYDWARSHALL(G = (V,E),L: E—R)
d — slovar z vrednostjo co za vsak par vozlis¢ u, v e V
pred — slovar z vrednostjo NULL za vsak par vozlis¢ u, v e V
for ue Vdo
dlu,ul <0
end for
for uve Edo
dlu,v] — Lyy
predlu, vl — u
end for
for we Vdo
for ue Vdo
if d{u, w] +d[w, u] <0 then
return graf ima negativen cikel
end if
forve Vdo
0 —dlu, w]+dlw,v]
if ¢ < d[u, v] then
dlu,v] ¢
pred|u, v] — pred[w, V]
end if
end for
end for
end for
return (d, pred)
end function

Po vsakem obhodu zunanje zanke for slovar d vsebuje dolZine tistih najkrajsih
poti, ki v svoji notranjosti (tj., brez zaCetnega in kon¢nega vozlis¢a) obiscejo le
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w|u|v|dluv]| predlu,v] wl|ul|v|dluvl| predlu,v]
a|b 3 a el|lalg| 13 e
al|f 6 a e|blg| 10 e
b|c 7 b e|lc|g| 12 e
b|e 9 b e|d|g| 19 e
cld| -7 c glb|f 9 g
a|b 9 d glc|f] 11 g
dl|h 4 d gld|f]| 18 g
el|d 1 e glel|f 0 g
el g 1 e glh|f]| -6 g
flg| 8 f hia|lf| 1 g
gl fl| -1 g hla|g 2 h
h|lg| -5 h h|b|f|] -2 g

b|la|c 10 b h|b|g| -1 h

b|lal|e 12 b hic|f] -9 g

b|d|c 16 b h|lclg| -8 h

b|d|e 18 b h|d|f]| -2 g

cla|d 3 c h|d|g| -1 h

c|b|d 0 c hie|f| -1 g

dlal|h 7 d hlel|lg 0 h

d|b|h 4 d

dlic|b 2 d

d|cl|e 11 b

dlc|h| -3 d

dle|b| 10 d

dle|c 17 b

dle|h 5 d

Tabela 23: Potek izvajanja algoritma za nalogo 5.17.

tista vozli§ca, ki jih je ta zanka Ze obravnavala. Algoritem pri tem preverja, ali
je nasel zanko negativne dolzine — tedaj sklene, da v grafu obstaja negativen
cikel. Ce graf nima negativnih ciklov, po izhodu iz zunanje zanke slovar d vsebuje
dolzine najkrajsih poti med vsemi pari vozli§¢. Casovna zahtevnost algoritma je
omn?), kjer je n Stevilo vozlis¢ grafa.

Potek zgornjega algoritma na grafu s slike 11 je prikazan v tabeli 23 (prikazani
so samo koraki, ko se katera od vrednosti v slovarju d spremeni). Izracunane
razdalje so povzete v tabeli 24, v kateri je prikazano tudi, preko katerega vozlis¢a
gre pot, preden obi$ce ciljno vozlis¢e (prazni vnosi pomenijo, da ustrezna pot ne
obstaja).
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a b c d e f g h
a0 3; 10, 3. 12, 14 2n 74
b 0 v 0 9 25 -1 44
c 24 0 -7 11 -9g -8, -34
da 9¢ 16, 0 18, 25 -1p 44
e 10 17, 1, 0 -1g Oy 54
f 0 8
g Ig 0
h —-6g -5, O

Tabela 24: Najkraj$e razdalje za nalogo 5.17.



2.6 CPM/PERT

Naloga 6.1.

(@)

(b)

(©)

(d)

Projekt predstavimo z usmerjenim acikli¢nim grafom G = (V, E), kjer vozlisca
predstavljajo opravila, posebej pa dodamo $e zacetno vozlis¢e s in kon¢no
vozlis¢e ¢. Opravilo u poveZemo z opravilom v, €e je u pogoj za zacetek
opravila v. Poleg tega vozli§¢e s povezemo z opravili, ki nimajo predpogojev;
opravila, ki niso predpogoj za katero drugo opravilo, pa poveZemo z vozlis¢em
t. Povezave iz opravila u utezimo s trajanjem opravila u, na povezave iz s pa
postavimo utez 0.

Na grafu G uporabimo algoritem NAJDALJSAPOT iz naloge 5.5(c) z zaCetkom v
s in tako za vsako opravilo dobimo najzgodnejsi cas, ko ga lahko za¢nemao.
DolZina najdalj$e poti do vozli§¢a ¢ predstavlja najkrajsSe moZno trajanje celot-
nega projekta. Nato na obratnem grafu G' = (V, E'), kjer je E' = {vu | uv € E}
mnoZica obratnih povezav z enakimi uteZmi, Se enkrat uporabimo algoritem
NAJDALJSAPOT, tokrat z zacetkom v ¢, in dobljene razdalje odstejemo od
najkrajSega moznega trajanja projekta. Tako za vsako opravilo dobimo Se
najpoznejsi mozen cas zacetka, da se celotno trajanje projekta ne poveca. Pri
kriticnih opravilih sta oba ¢asa enaka.

Projektlahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 46, iz katerega je razvidna
topoloska ureditev s, a, f, g, b, e, c,d, t. Vtabeli 25 so podani rezultati, dobljeni
z zgornjim postopkom. Vidimo, da je najkrajse trajanje projekta 31 dni,
kriti¢na opravila paso a, b, c,d, e.

Opazimo, da vsa kriti¢na opravila leZijo na dveh poteh od s do ¢. Kriti¢ni poti
statorejs—a—e—d—-tins—a—-b-c—-d-t.

Iz tabele 25 je razvidno, da je najmanj kriti¢no opravilo f, saj ga lahko brez
podaljSevanja celotnega trajanja podaljSamo za 2 dni, kar je ve¢ kot katerokoli
drugo opravilo.

SkrajSati Zelimo katero od kriti¢nih opravil, ki leZi na obeh kriti¢nih poteh
(taki sta a in d), saj sicer ne bomo skrajsali celotnega trajanja projekta. Ker
ima pot s—g—t dolZino 30 dni, bomo lahko celotno trajanje skrajsali za najvec
1 dan. To lahko doseZemo, ¢e skrajSamo opravilo a, ki bo tako namesto 10
trajalo 9 dni, skupaj pa bo projekt trajal 30 dni.

Naloga 6.2.

Zapisali bomo linearni program, ki bo za vsako opravilo imel spremenljivki x,, in
Yu, ki dolocata Stevilo dni, za katerega skrajSamo trajanje opravila u, oziroma cas
zacetka izvajanja opravila u.
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Slika 46: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.1.

s a f g b e ¢ d t

najzgodnejsi zacetek | 0 0y 0, Oy 10, 10, 16, 23.. 31,
najpoznejsi zacetek | 0, 0, 2, 1, 10, 1045 165 23; 31
razlikka | 0 0* 2 1 0* 0* 0OF 0* 0

Tabela 25: Razporejanje opravil za nalogo 6.1.

min 200x4 +100xp + 150x, + 160x4 +250x, +240x 7 + 300xg
Opravila brez pogojev:
Yar Yi» Ye=0
Odvisnosti med opravili:
Vo= Yat Xqa=10
Ve—Ya+ Xq=10
Ye=Yp+ Xp=6
Ya—Yet Xez7
Vd—Yet+ Xe=13
Ye—Yrtxpz1l4
Zeleni ¢as trajanja:
Va—XxXqg =19
Yg— Xg=-3

114



Slika 47: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.3.

Minimalno trajanje opravil:
0<x;=<3
0<sxp=<1
0<sx,=<2
O0<sx;=2
0<x.,<4
O=sxr=3
0=xg<5

Naloga 6.3.

(a) Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 47, iz katerega je razvid-
na topoloska ureditev s, b, ¢, j,a,e,d, f,8g,h,1, t.

(b) Vtabeli 26 so podani najzgodnejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da
se celotno trajanje priprave ne podaljSa. Priprava bo torej trajala najmanj 28
minut, edina kriticna pot paje s—c—a—e— f —h—1i - t, ki tako vsebuje tudi
vsa kriti¢na opravila.

(c) Iztabele 26 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo j, saj lahko njegovo
trajanje podaljSamo za 18 minut, ne da bi vplivali na trajanje celotnega pro-
jekta.
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s b c j a e d f g h i t
najprej | 0 0s O0s Oy 5. 10, 15, 15, 17y 17/ 20, 28;
najkasneje | 0. 14, 0, 18 5, 10 26, 15, 19; 17; 20, 28
razlika | 0 14 0* 18 0* 0F 1 o 2 0* 0* 0
prosterezerve | 0 14 0 16 O 0 11 0 2 0 0 0
varnostne rezerve | 0 14 0 18 0 0 11 0 0 0 0 0
neodvisne rezerve | 0 14 0 16 0 0 11 0 0 0 0 0

Tabela 26: Razporejanje opravil za nalogo 6.3 in rezerve za nalogo 6.4.

Naloga 6.4.

Skupna rezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo koncanje
opravila, ne da bi s tem vplivali na ¢as konc¢anja projekta. Izracunamo jo kot
minimalno razliko najkasnejsega zacetka naslednika in najzgodnejSega konca
predhodnika, od katere odStejemo trajanje opravila. Skupne rezerve racunamo
pri dolocitvi kriti¢cnih in najmanj kriti¢nih opravil ter so za nalogo 6.3 prikazane v
vrstici “razlika” tabele 26.

Prosta rezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo koncanje
opravila, €e z nasledniki zacnemo ob najzgodnejSem moZnem casu. Izratunamo
jo kot minimalno razliko najzgodnejsega zacetka naslednika in najzgodnejsega
konca predhodnika, od katere odsStejemo trajanje opravila.

Varnostna rezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo kon-
¢anje opravila, ne da bi s tem vplivali na ¢as konc¢anja projekta, ¢e s predhodniki
kon¢amo ob najkasnejSem moZnem ¢asu. [zracunamo jo kot minimalno razliko
najkasnejSega zacetka naslednika in najkasnejsega konca predhodnika, od katere
odStejemo trajanje opravila.

Neodvisna rezerva opravila je najvecji ¢as, za katerega lahko zamaknemo
koncanje opravila, ¢e z nasledniki zacnemo ob najzgodnejSem moZnem casu
in s predhodniki kon¢amo ob najkasnejSem moZnem ¢asu. Izracunamo jo kot
minimalno razliko najzgodnejSega zacetka naslednika in najkasnejSega konca
predhodnika, od katere odsStejemo trajanje opravila.

Tudi proste, varnostne in neodvisne rezerve opravil iz naloge 6.3 so prikazane
v tabeli 26.

Naloga 6.5.

Prvi kuhar bo prevzel opravila c, a, ¢, f, h, i, drugi pa opravila b, j, d, g. 1z tabele 26
je razvidno, da ga najbolj omejuje razporeditev opravilo g — najhitreje ga lahko
zacne 17 minut po zacetku priprave, in tedaj ga konca 18 minut po zacetku.
Taka razporeditev mu dovoljuje, da z opravilom d za¢ne 15 minut po zacetku
priprave in ga kon¢a do zacetka opravila g. Opravili b in j lahko tako opravi
pred tem — zacne torej 11 minut po zacetku priprave in obe zakljuci (vrstni red
ni pomemben), preden se loti opravila d. Drugi kuhar lahko tako zaporedoma
izvede opravila b, j, d, g, z zatetkom 11 minut po zacetku priprave in s koncem 7
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20 10

Slika 48: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.6.

s a l h k m b d c j e f g i t
najprej 0 0y 05 15, 15, 20, 30f 30, 30, 70, 70, 90, 110y 1405 150;
najkasneje | 0, Op 10, 655 15, 304 30, 40, 657 115, 70; 90g 110; 140, 150
razlika 0 o 10 50 0OF 10 0F 10 35 45 0* 0* 0* 0* 0

Tabela 27: Razporejanje opravil za nalogo 6.6.

minut kasneje (torej brez prestanka).

Naloga 6.6.

(a) Projektlahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 48, iz katerega je razvid-
na topoloska ureditev s,a, ¢, h, k,m,b,d,c, j,e f,g,i,t.

(b) Vtabeli27 so podani najzgodnejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da se
celotno trajanje projekta ne podaljsa. Izdelava bo torej trajala 150 dni, edina
kriticna potpaje s—a—k—b—-e— f—g—i—t, ki tako vsebuje tudi vsa kriticna
opravila.

(c) Iztabele 27 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo h, saj lahko njegovo
trajanje podaljsamo za 50 dni, ne da bi vplivali na trajanje celotnega projekta.

Naloga 6.7.

(a) Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 49, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s, a, h, ¢, d, j, i, k, e, g, f, b, t. UteZi povezav ustrezajo
pricakovanim trajanjem opravil, ki so prikazana v tabeli 28.

(b) Vtabeli 28 so podani najzgodnejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da
se celotno trajanje gradnje ne podaljsa. Pricakovano trajanje gradnje je torej
1 =57 dni, edina kriticna pot paje s—h— j—e— f — b—t, ki tako vsebuje tudi
vsa kriti¢na opravila.
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Slika 49: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.7.

s a h c d j i k e g f b t
pricakovano 14 85 6 145 155 14 125 8 27.5 4 21
varianca 4 2.25 1 6.25 2.25 1 2.25 1 2.25 0 4
najprej 0 O 0 14, 14, 8.5, 14, 24; 24; 28.55 32, 36f 57p
najkasneje | 0, 145 0; 18, 155 85, 43; 445, 24y 295, 32, 36, 57
razlika 0 1 0* 4 1 0* 29 205 0OF 1 0* 0* 0

Tabela 28: Razporejanje opravil za nalogo 6.7.

(c) Iz tabele 28 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo i, saj lahko njegovo
trajanje podaljSamo za 29 dni v primerjavi s pricakovanim, ne da bi vplivali
na trajanje celotnega projekta.

(d) Variance trajanj opravil so prikazane v tabeli 28. Izratunajmo standardni
odklon trajanja pricakovane kriti¢ne poti.

0=V4+1+0+2.25+2.25=3.082

Naj bo X slucajna spremenljivka, ki meri ¢as izvajanja pricakovane kriti¢cne
poti. Izracunajmo verjetnost kon¢anja v roku T = 55 dni.

T—
P(X=55)=0 (—H) =®(-0.6489) = 0.2578
o
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Naloga 6.8.

(@

(b)

(c)

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 50, iz katerega je razvid-
na topoloska ureditev s, a, b, c,d, f, g, h, e, t. V tabeli 29 so podani najzgod-
nejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da se celotno trajanje izdelave
ne podaljSa. Izdelava bo trajala najmanj 88 dni, edina kriticna pot pa je
s—b— h—e—t, ki tako vsebuje vsa kriti¢cna opravila.

Iz tabele 29 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo c, saj lahko njegovo
trajanje podaljS$amo za 41 dni, ne da bi vplivali na trajanje celotnega projekta.

ZapiSimo linearni program, ki bo za vsako opravilo imel spremenljivki x,, in
Yu, ki dolocata §tevilo dni, za katerega skrajsamo trajanje opravila u, oziroma
Cas zacetka izvajanja opravila u.

min 1000x, + 1500xp + 800x, +1200x,4
+500x, +1100x ¢ + 1300xg + 1400xp,
Opravila brez pogojev:
Yar Vb Ye =0

Odvisnosti med opravili:
Va— Ya+ Xq=40
Ye— VF+XxXr= 10
Ye— Yg+ Xg=12
Ve— Ye+ X =90
Y= Yat Xa=40
YF— Yp+ Xp =30
Yg— Yb+ xp=50
Yg— Ye+ Xc=35
Yh— Vp+ Xp =50

Zeleni ¢as trajanja:
Vd— Xq <45
Ve— Xe <57
Yg— Xg =63
Minimalno trajanje opravil:
0<x,<4
O<xp=<2
0<x.<4
O<sx4y=<2

O<sx,=<2

119



Slika 50: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.8.

a b ¢ da f g h e t

najzgodnejsi zacetek

s
0 0, Oy Oy 40, 50, 50, 50, 70, 88,
najpoznejsi zacetek | 0 18; 0, 41 58, 60, 76, 50, 70; 88
razlika 0 18 0* 41 18 10 26 0 0° O

Tabela 29: Razporejanje opravil za nalogo 6.8.

OSfoI
Osxg=2

O<x,<2

Naloga 6.9.

(@)

(b)

()

Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 51, iz katerega je raz-
vidna topoloska ureditev s,a,i,c,d, e, h, f,g,b, t. UteZi povezav ustrezajo
pricakovanim trajanjem opravil, ki so prikazana v tabeli 30.

V tabeli 30 so podani najzgodne;jsi zacetki opravil in najpozne;jsi zacetki, da
se celotno trajanje gradnje ne podalj$a. Pricakovano trajanje gradnje je torej
1 =166 dni, edina kriti¢na pot paje s—i—d — g — b—t, ki tako vsebuje tudi
vsa kriti¢na opravila.

Iz tabele 30 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo #, saj lahko njegovo
trajanje podaljSamo za 116.5 dni v primerjavi s pricakovanim, ne da bi vplivali
na trajanje celotnega projekta.
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Slika 51: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.9.

s a i c a e h f g b t
pricakovano 15,5 22 46.5 37 8.5 27.5 79 85 22
varianca 225 1 10.03 9 0.69 2.25 36 16 4

najprej 0 0, 0y 155, 22; 155, 22; 62, 59, 144, 166
najkasneje | 0; 3. 04 185; 22, 505, 1385, 65, 59, 144, 166
razlika 0 3 0 3 0* 35 1165 3 0 0 0

Tabela 30: Razporejanje opravil za nalogo 6.9.

(d) Izracunajmo standardni odklon trajanja pricakovane kriticne poti.
o=V1+9+16+4=5.477

Naj bo X slucajna spremenljivka, ki meri ¢as izvajanja pricakovane kriti¢cne
poti. Izracunajmo verjetnost kon¢anja v roku T = 180 dni.

T—
P(X=<180)=9 (_ﬂ) = ®(2.556) = 0.9947
o

Naloga 6.10.

(a) Projekt lahko predstavimo z uteZenim grafom s slike 52, iz katerega je razvid-
na topoloska ureditev s,a,b,d,c,e, g, f, h, t. V tabeli 31 so podani najzgod-
nejsi zacetki opravil in najpoznejsi zacetki, da se celotno trajanje gradnje
ne podaljSa. Gradnja bo trajala najmanj 215 dni, edina kriticna pot pa je
s—a—c— g -t ki tako vsebuje vsa kriticna opravila.

(b) Iz tabele 31 je razvidno, da je najmanj kriticno opravilo d, saj lahko njegovo
trajanje podaljsamo za 100 dni, ne da bi vplivali na trajanje celotnega pro-
jekta.
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(c) Zapi$imo linearni program, ki bo za vsako opravilo imel spremenljivki x,, in
Yu, ki dolocata $tevilo dni, za katerega skrajsamo trajanje opravila u, oziroma
Cas zacetka izvajanja opravila u.

min 300x, +200xp + 700x, +1100x4
+1500x, +900x ¢ +400xg + 150xp,
Opravila brez pogojev:
Yar Ypz0
Odvisnosti med opravili:
Ve—Ya+t Xq=45
Ye—Yp+ Xp =20
Vd—Yat+ Xqg =45
Ye—Yc+ X =90
YF—Yatxq= 25
YF—Yet Xe=Z 30
Yg—Ye+ Xc =90
Yn—Yr+xp=35
Zeleni ¢as trajanja:
Yg— xg =120
VYh—xp <190
Minimalno trajanje opravil:
0<x4=<5
O<xp<5
0=x.=20
0<x;=<3
0<x,<4
Osxp=7
O=sxg=15

O<sxp=<2
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Slika 52: Graf odvisnosti med opravili in kriticna pot za nalogo 6.10.

a b a c e g f h t

najzgodne;jsi zacetek
najpoznejsi zacetek
razlika

0 05 45, 45, 135, 135, 165, 200; 2154
Oc 25, 145, 45, 140 135, 170, 205, 215
0* 25 100 0* 5 0* 5 5 0

S O O|e

Tabela 31: Razporejanje opravil za nalogo 6.10.
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2.7 Upravljanje zalog

Naloga 7.1.
Imamo sledece podatke (pri ¢asovni enoti 1 teden).
v=10
s=0.2€
K=150€
A=12.5
p=0.8€

Izracunajmo optimalno dolZino cikla 7* in najvecjo zalogo M*.

a:v(1—3)=10-(1—0.8)=2

A
S 0.2
p=1+— =1+— =125
p 0.8
. 2Kp 375
T =\/—— =4\/— =~ 30.619
sa 0.4

. [2Ka 600
M* = 5 “Vox = 48.990
S .

Optimalna dolZina cikla je torej priblizno 30.619 tednov, pri tem pa Marta potre-
buje skladisce za 49 kosov nakita.

Izracunajmo $e Stevilo izdelanih kosov nakita g*, trajanje proizvodnje t* in
najvedji primanjkljaj m* v posameznem ciklu.

g =1*v ~30.619-10 ~306.186
. g 306.186
=4 ~ ~ 24.495
A 12.5

m*=1"a—M"~30.619-2—48.990 ~ 12.247

V vsakem intervalu torej Marta izdela okoli 306 kosov nakita, pri cemer izdelo-
vanje traja priblizno 24.495 tednov, primanjkljaj pa ne preseze 13 kosov nakita.

Naloga 7.2.

Imamo sledece podatke (pri ¢asovni enoti 1 teden).
v=60 A=90
K=180€ s=0.5€

Pri teh podatkih izraCunajmo e

a:v(l—%)=60-(1—§):20.

124



(a) Ce primanjkljaja ne dovolimo, imamo p = co in torej § = 1. Izracunajmo
optimalno dolzino cikla 7*, najvecjo zalogo M* in enotske stroske S*.

. 2K B 360
T = _— = _— = 6
sa 10
. 2Ka 7200
M =y —— =1/—— =120
sp 0.5

2K
S* = ¢ _ \/3600€ = 60€

Optimalna dolZina cikla je torej 6 tednov, pri tem pa mora vulkanizer imeti
skladisce za 120 pnevmatik. Tedenski stroski proizvodnje in skladi$¢enja so
60<.

(b) Izracunajmo $e trajanje proizvodnje ¢* in Stevilo izdelanih pnevmatik g* v
posameznem ciklu.

M* 120
- "~ 30
g =1" t?t 6-60 = 360

Proizvodnja torej traja 4 tedne, skupno pa v tem ¢asu izdela 360 pnevmatik.

(c) Vzamemo p =2€ in torej f =1+ s/p = 1.25. [zratunajmo optimalno dolZino
cikla, potrebno velikost skladi$¢a in enotske stroske §e v tem primeru.

.J;

2K,6 450

=~ 6.708

. 7200
M ~107.331
0.625
/ 3600
= / T €% 53.666€

Optimalni interval narocanja je v tem primeru torej 6.708 tednov, pri tem pa
mora vulkanizer imeti skladis¢e za 108 pnevmatik. Tedenski stroski proizvod-
nje in skladis¢enja so 53.666€.

IzraCunajmo $e najvecji primanjkljaj m* v posameznem ciklu.
m*=1"a—-M" ~6.708-20— 107.331 ~ 26.833

Najvecji primanjkljaj torej ne preseze 27 pnevmatik.
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Naloga 7.3.
Imamo sledece podatke (pri ¢asovni enoti 1 mesec).

v =20 K =750€
s=10€ p =50€
Pri teh podatkih izraCunajmo e

S 10
ﬁ:1+—:1+—:1.2.
p 50

Ker artiklov ne proizvajamo (tj., ob dostavi imamo na voljo celotno koli¢ino
narocila), vzamemo A = oo in torej a = v.

(a) Izratunajmo optimalno dolzino cikla 7*, najve¢jo zalogo M* in enotske stros-

ke S*.
2Kﬁ /1800
200
i} / /30000
M

2Ksa 300 000
12 =500€

Optimalna dolZina cikla je torej 3 mesece, pri tem pa mora trgovina imeti
skladisce za 50 sedeznih garnitur. Mesecni stroski nabave in skladis$¢enja so
60€.

(b) Izracunajmo $e najvecji primanjkljaj m* in velikost narocila g*.

m'=t"a-M*=3-20-50=10
g =t"v =3-20 =60

(c) Drugo skladis¢e lahko hrani n’ = 40 sedeznih garnitur, mese¢ni strosek
hrambe enega kosa pa je s’ = 6€. Najprej preverimo, kak$na bi bila opti-
malna velikost skladi$c¢a pri takih stroskih.

/

S 6
,6’:1+— :1+5 =1.12
p

, 2Ka 30000
M = = ~ 66.815
s'p 6.72
Ker je M’ > n/, zapisimo formulo za enotske stroske za primer, ko imamo v
skladis¢u najvec n' kosov.

2990€
! _
S = /

2Ka + (s’ + p)n'? art
(s +p) +p(——n) 500€ -7’ — 2000€ +
2at’ 2

126



Ker i¢emo dolZino intervala, kjer doseZzemo minimalne stroske, poi§¢imo,
kje ima odvod zgornjega izraza po 7’ niclo za 7’ > 0.

2990€

0€ =500€ - —

Optimalna dolzina cikla ob uporabi drugega skladisca je torej 2.445 meseca.
Vstavimo v zgornjo formulo, da dobimo mesec¢ne stroske.

2990€

S’ =500€-2.445 — 2000€ + b 445.404€

Ker so stroski nizji kot pri prvem skladi$cu, se trgovini izplaca sprejeti po-
nudbo.

Naloga 7.4.
Imamo sledece podatke (pri ¢asovni enoti 1 dan).

v =300 K =240€
A =400 s=0.1€

Pri teh podatkih izracunajmo Se

v 1
a=v(1-=)=300-5=75.
A 4
(a) Ker primanjkljaj ni dovoljen, vzamemo p = oo in torej § = 1. IzraCunajmo
optimalno dolZzino cikla 7%, najvecjo zalogo M*, trajanje proizvodnje ¢* ter
Stevilo izdelanih mask g* v posameznem ciklu.

2K 480
‘[* = —ﬁ = _ =8
sa 7.5
. [2Ka 36000
M =—— = =600
sp 0.1
. M 600
"= = — =
A—v 100

g =1t"v=t"A=8-300 =2400

Optimalna dolzina cikla je torej 8 dni, od tega proizvodnja tece 6 dni. V tem
Casu proizvedejo 2400 mask, v skladiSCu pa mora biti prostora za 600 mask.
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(b) Sedaj imamo p = 0.4€ in torej f = 1+ s/p = 1.25. IzraCcunajmo optimalno
dolZino cikla 7, najvecjo zalogo M*, najvecji primanjkljaj m*, trajanje proiz-
vodnje t* ter Stevilo izdelanih mask g* v posameznem ciklu.

N 2K 600
T =\/— =31\/—-— ~ 8.944
sa 7.5
N 2Ka 36000
M ={/—— = =~ 536.656
sp 0.125

m* =1*a— M"* ~670.820 — 536.656 ~ 134.164
_ M*+m* _670.820
T A-v 100

q*=1*v ~ 8.944-300 =2683.282

]

*

~

=6.708

V tem primeru je torej optimalna dolZina cikla 8.944 dni, od tega proizvodnja
teCe 6.708 dni. V tem €asu proizvedejo priblizno 2683 mask, v skladis¢u pa
mora biti prostora za 537 mask. Najvecji primanjkljaj ne preseze 135 mask.

128



Literatura

[1] S.Dasgupta, C.H. Papadimitriou in U.V. Vazirani, Algorithms. McGraw-Hill
Education, 2006.

129



	Kazalo
	Predgovor
	Naloge
	Zahtevnost algoritmov
	Celoštevilsko linearno programiranje
	Teorija odlocanja
	Dinamicno programiranje
	Algoritmi na grafih
	CPM/PERT
	Upravljanje zalog

	Rešitve
	Zahtevnost algoritmov
	Celoštevilsko linearno programiranje
	Teorija odlocanja
	Dinamicno programiranje
	Algoritmi na grafih
	CPM/PERT
	Upravljanje zalog

	Literatura

